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Вам. ету #7: теч слух м ат РТ Ет Ана й = их ни Ата мы 

уногочлены от нескольких переменных. Симмето ские ыногочдены, 













могочленом Рос коэффициентами в поле ® от ше 2 
Назнзается выражени 25а кие це 2 Ки мч 





: { а 
Такие многочлены образус 





определяется кольпо подс: 
Элементы поля, многочле бразо1 
каждому многочлену : Нади 


ИЗ Ахик. кв А . | 
1. Докажите, чго кольцо & Г-х.,... 7] не имеет делителей нуля. 
а. Докажите, что не существует такого многочлена Ре 2 [х,м3 , что 
многочлен Р(а8, «+8) равен О /то есть имеет нулевые коэффициенты/ : 
3. Пусть 2: № > © - симметричная функция, то есть верно Роу =# (4) 
Докажите, что существует такая функция +: ®2—® , что для всех 
>, 4 ЕК #[ж5,3)= Ф( хи, х+#) 
. Пусть А - поле, ре #[..х,]. Докажите, что если Е бесконеч- 
но, а значение № всегда равно нулю, то коэофициенты Й равны 0. 
Отсюда следует, что равенство многочленов как функций и равенство их | 
как выражений разносильны{ 944 дееконетнях (‚которые ин офлно Рассиа7ри вел 
Указание. Воспользуйтесь индукцией п и . | | | 
„ 9. Многочлен Р(х‚и/) называется симметричным., если Р(х, 4) = Р(ч, х.) 
то можно понимать как равенство значении или как равенство коэффициен- 
ТОВ: Яде = ед - согласно 4, это безразлично. Доказать, что если 
Р(к,ч)- Симметричный многочлен, то существует такой многочлен @ , 
что РС, 9] = В(ху, х+и). = 
6} Докажите, что если Рё Арх, 4] таков, что Р(х,х)=0 при всех 
хе ‚ то ©(х,9) делится на (72° 4) то есть существует такой 
многочлен @ , что Р(2,У) = @(х,ч). (х-ч) ` 
_7. Юкажите, что если К, у) кососимметричен / Е (с,и) = т 
для всех хус & /, то Е (хи4) = (к-у)5 (54), где $(х,4) симметричен, 
`° 8. Всякая функция есть сумма симметричной и кососимметричной. ее 
9. Рассмотрим в ЖГжа,..., хь, 2] многочлен РЕ Оба. Пе) 
и разлодим его по степеням’ 2: Р(Х,...Х,, =) =26;(х,..х,) 2-е Найдите  _ 
т . Они называются элементарными симметрианнми многочленами, Рая 
10. / В данной задаче предполагаются известными комплексные числа 
й основная теорема алгебры./ Пусть д, ‚...,Яи & @. . Выведите из основной-- 
‹ теоремы алгебры, что существуют такие ‘комплексные числа 221 --. Жи 
9109 0,(91.%,)=а. /Определение в’ см. в 9/ РИ 
_ ШП. Докажите, используя ТО, что если р и Р(4...6,)=0, 
оз. = о и а 
12. Решите задачу П для произвольного поля б (вместо С ) 
Указание. Тождество 0, (х...Хи ›0) = 6; (Х...,х,) позволяет применить 
индукцию по И . (Модно также свести дело к случаю & = ) 
3. Докажите следующую теорему: 
Теорема о симметричных многочленах. | я 
Зсякий симметричный многочлен Бе В Гх....%,„] (то есть такой, что 
при любых перестановках аргументов его значение не меняется) может 
быть представлен единственным образом как многочлен от 01,.... би .. 
А. Используя 13, докажите, что кольцо 56тк [х...х„| симметричных 
многочленов изоморфно. кольцу С Жа,:-- и, | 
15. Докажите, что В [...ж,7 /5ётк [х..х)- бесконечномерное 
векторное пространство над © . Е 
16. Пусть и - идеал кольца жа... 2] ‚ порожденный бк 
Докажите, что ошил [9 и Г = 2. 
17. Докажите, что, , ( 
дет (КЕ 1 Рид = и, х 
18. Докажите, что коэффициенты многочлена, вырахающего данный сим- 
метричный многочлен Р чорэз элементарные симметричные много- 
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<> 


члены, являются целыми линейными комбинациями коэйоициент ов МНоГо- 








члена : с 
ТЭ. Докажите, что если многочлен РС 4... Жи, #,.. Чж)  симметри- 


чен относительно х... х„ с пои фиксированных ди... т ] 
а также симметричен относительно 4... Ям при фиксированных 


Ха ›... › Жи ‚ ТО ОН полиномиально выражается через элемен- 
тарные симметричные многочлены от 2%... Ж,. ист 7 эк’ 



























|» 1 НОВО 
Л а 
зрастанове 


ывается взаимно однозначное 


зновка из 5 элементов, переводя- 


компорициевя двух перостаповок динакового 
цется композиция соответствующих функция. 
Н О те) ле \ В ;. * А 
} ды ни 20) . й де 9 з 
Прамер, Вели т \ #3451] ›. ТО МАЛЫЕ #3145 


| ИДИНИЧНОЙ перестановкой е цазивается тоддественная функция 
фут о пля каждой поростановки \. существует обратная К носи за 
‚ перестановка (обратноз отображение 5+2) т.е. такое, Что Лед, = Ле 
Транспозициеи называется перестацовка М”, менлющая местами. 
два числа к и) и оставллющая остальные на месте. Нанте 
ин К при о, °’ . воли М - транспозиция, то 1 *=е м-та 
ТоРЬМЛ. ‘Любая персстановка может быть разлохжена в пройзве. 
‚ Дение трапспозиции. ( Как говорят, траиспозиции являются образующи- 
ми группы 5. .) Более. того, можно ограничиться транспозициями со- 
седних элементов. 
' Указания к доказательству: Теорема утверждает ‚что если в 
ряд лбАЙТ и предметов, то меняя соседние местами много раз, мо- 
жно. приити к любому расположению. 
Т.е Четпость перестановкя } ” д мыОй 
ТЕОРЕМА Существует единственная ункция“четвости" & , сопо- 
‘ставляющая каждои перестановке число или число -Т, удовлетво- 
ряюцее двум условиям: м 
в Мосли Лем. › ТО (м) =. Воля М - трапопозиция, то &(3\)* -2 
(22 2 З\аьь) = & (354). & (=) 
: Перестановки Л с & (№ = 3. называются четними, остальные -— не- 
„ четиными. Условие (1) утверхдаст, что тождественная перестановка — | 
четна, а вслкая транспозиция - нечетиа, условие('2) = что пропзве- ^ 
депие двух перестановок одилаковой четности честно, & разной- нв-—== 
четгио, | | т ее ы 
‘Теорзиу-мц докажем позднее, а пока перечислим 68 простые `след-” 
етвия.. | | и 
1. Произведение нечетпого числа транспозиций не равно 621 
2. сли перестановка ® разлохспа Дзумя способами в произведеняе-— 
транспозацаи, то либо в обоих способах их четное число (если  „ 
х\= А), либо = нечетное (если лу =: -4), 
3. При умножении пересталовки на транспозицию слева или справа 
е= четиость менлется. | | 
4. Функция & . обладающая свойствами (1} и (2), единствениа; 
<. (3) равяястся -1 в степени, равной числу транспозиции в любом 
разложения С. И о и 
`“” д-ва теоремы и следствий см. В ].4. Для них понадобится одно-— = - 
вспомогательное понятие. | 
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Т.З Число беспорядков. 


—“Числом беспорядков в ПОСЛОДОВАТеЛЬНОСтТИ 64, --- м Назовем 
число пар паненайвавий (р, а) (4<р,45\)со свойством (244) и (р?) 
ОбКОЗНАЯ ДЕММА. При ‘перембие мест двух членов в последовл- 


тельности четность числа беспорядков меняется (из четиого опо дс- 


лавтся нечетным и 'аоборот). ( 
°’_ сво. Пусть мы переставляем числа © и а а хи образови- 


а ео _ вали беспорядок болзе м пара 
Е = а (к, <) била беспорядком),. то после 
> ы перестановки он исчезает, исла И, 
до Е ое а то появится. Поэтому нацо рроверить 
лишь, что вознакновение и исчезновение других боком, Ибн 
дел к четному измененаю йх числи. изменсиил могух произоити лу съ 
в парах, в которых одий члей им о $ а другой члей х нАХОДУТСЯ 
мехду НИМИ псли ха и Х<Ф , то за счет пар, содержащих д, "1 
р аи беспоряцков ис изменится, оли, 
а: — ` поялится, Другой исчезнет „ течие ТО 
ет. се. т. ве о О ат № я Се 
. = х> 6 . Если же Х находится между 








.. УВ ща. = 
Вл 5 
в 3 
= ОШО. = 
[4. показательства, 
Я . А м 
Теперь ыы Модем опоедел ИТЬ ЗУНКЦИЮ > в 
с ‘ а Л а З а ь Е 
<) =: 1, если число беспорядков в нимнеи строке записи” ® четно 
7 &-Ь, @сли оно, цечетно 
Е ера э:- 3 
учевицио, аа.) = м 
9сновпал лемма утверхдает, что при умпоженийи перестановки па 


2 


траиспозицию слева или о пупкцил & меляет знак, В самом де- 
ле, умподение на т цию” призодит к поростаповко в`пичнея 
строке ( проверьте! ). братито вииманио, что умножение слева и 


= 


‚ справа. диют разные ре И :). поли м - транспозицил, то Е (\)=- 


т.к, ПеЛьы , д и 
Итак, Мы „доказали для постросинои функции = свойство | и 


следствие 3. Из последисго вытекают следствия Ти ‚<, Ужб не отно- 


сящиесл пи к какой копкретнои функции & о. 

‚ Теперь мы знаем, что ©00) есть четность а ‘транспози-. 
ЦИЙ В ЛЮбОМ разложепии `\^° ь Отсюда следует, что у. СХ: )- ЕСА.) 
т.к. разложение для ЛАЗ. получается приписиванием дру к другу ра 
разложенай для ЛА и для, М2. : | 
'’Т.9ь Вариант теории. 

“Основная леммы для случая умножения справа | ва транспозицию ,. 
соседних элементов почти очевидна. (Число беспорядков меняется нал} 
С другой стороны, ‘нетрудно явно построить разложение произвольной! 
транспозиции в произведение транспозиций соседних. ( сделайте ‚В 200% 

в пем будет нечетное число сомпожителей (как и следовало охядат ь).° 





_Топерь модно рассуждать в таком порядке: 


у 
й 


°момио задавать произвольно, полилинейная форма с такими значейи 


(а). при умножений справа на трапспозицию соседних Четность меня-— 
ется; . 

(6) при умвохении справа ва. любую транспозицию четност Б- МОПЯСТСя 
(т.к. любая есть производевие печетного числа соседних); $ о 

(в) четность числа ОВ равна четности Числа трайоповиция ›— 
э пазлонолиы а 5. = 
далее как В Г.4. : | т Ща Г | 





в _Полилипенио ВИ 


`<.Г. ПУСТЬ В ...) № — ЛИПСИНЫе пространства над полем К. 
Функция 1х о...ХР-—К називастся полилилсиной Формой, ссли‘ при 
фиксации всех аргументов, кроме одного, получается линеинос ото- 
бражение.. 


Примерт Функция В; В, хй;—>К билинеина, если 


а = бе» +15 (4 , г), уче = (д) ке, 
> л >, мч = а Е ^^». ов 

Примере функция умнохерия м элементов поля КхИх... ЕК у 
есть полилипеиная Форма. одесь все. одномерны. 

Прим? ®. И ‹. = а - а НоИНиО функционалы на и 
соответственно, Функция (26, о а) 

есть а _ ‚ма. _ 

Двое полилинейные Тункции при одпих и тех ме Рл,-Е д. 
можно сложить с сохрацпением полилиисипости , поэтому полилинеи- 
ные Функцяи такого вида образуют линсциное прострапстро. | 

Пусть в каждом =. вибран базис (е а ; дол се Ко 
Набор — 26) ЕЕлх.хЕмлпазовем базисным, если 5:- один из @а- 
вибранных базасных вокторов. | 


= 


2.2 'ТШОРЕМА Полилиноиная фупкцая определлетсл своими значениям 
ва оозисных водо ь о озна чабты что: _ 

Г) исли две полилинейные гункции № и Е, совпадают на всех оцзяс- 
ных роизоолЕ насорах, то они совпадают всюду. : 


р оао ви г ва базисные паборсх из прострацезва Ре 


к 
Ну рте рать 


1я- 


ли . [а | 
ми всегда ваидетсл. 


` 
` 


О И = 











что достаточно доказать Тыкой 1 : "Боли полилинейпая функция Р? 
равна 0 па бозисных наборах, то она равна О всюду.” 8 самом доле 
значение Р на любом наборов можно, у м 
и как линеиную комбинацие зиа 
апрмер: (^^. га Аг. МАДа+ Мат Худь 6 (4, {4)4 А. а, ЧА 

; ; { > \ 24а г 4 
ХМ = <, 44) + еее р а 4 {а ) Аа .6С 4,44) 
| 2) достаточно вест Пример построения функции, равной задан- 

‚иому числу © на ваданном базиспном наборе (е;, ,е^. р ) и НУЛЮ 
" и У + и } р 
на всех остальных, Сложив эти функции, получим искомую. Пусть 


| у . п | Ра & и 2 : 
Д-по: Г) Переходя к рассмотрению функции Р-Р. , получим, 


спользуя полилинеиность)}) пред- 
енийи на базисных наборах, 


ЧЕК - фупкцаонал, сопоставляющий каждому ЕЕ: его-ко- - 
ординату по оси ег’, $ тогда фувкция (ель вкз) Аискомая, 


; у“ . 
2.3 _Антисимметричность . =—^ а 
Пусть =“полилинейная функция Е.Х. ХЕ —> \® . Назовем 
антисимметричной, если от поростановки любых двух аргументов функ- 
ция { ‘мовяет знак: (2% -- ЕН СЕ 2еЕЕ 5 Же. = › 
аа ых уже, 26-1, 26, ужи ' | | 
‚. Обратите внимацие, что говорить, например, об антисимметри- 
чности билинейной функции. ЕхЕ —> К прй ЕЕ  оессмысленно. 
` ТЕОРЬМА При применении к аргументам антисимметричной функ- 
ции четной перестановки ее значение не меняется, при применений 
вечетной -- оно меняет а а ты: , 
4 Эва» --^' 266) = =(<) (жа, 26.) ° р 
Со = д. ‚ если © четнаяи - ‚ если © нечетная |. 
л-во: [Вели © - транспозиция, то утверждение выполнено по опре-. 
’. делению. аймыеприия антисимметричности; в общем случае разложим о 
в произведение транспозиции; четность числа транспозиций в этом > 
’-произведении равна четности © ,‚ а каждая транспозиция меняет знак. 
‘откуда и вытекает требусмос. еж ды 
ы ЛЕММА. Антисимметричные Формы образуют подпространство в „ 
пространстве полилинейных Форм Ех.-- ХЕ — К. и 
ТРОРВМА  Полилинейная функция тогда и только тогда явля- ;: 
ется антисимметричной, когда она равна нулю. на всех тех: наборах, -- 
которые содержат. два одинаковых вектора, я ив 
Д-во} 1) ЬСлИ антисимметричиа, а среди ее аргументов два — го 
одинаковых, то при перемене их местами значение функции, с одной , 
сторопы, меняет знак (т.к. | _ антисимметрична) , а с другой, не а 
‚менястсяь 
8) Доказательство обратного утверждения проведем только ДЛЯ 
случая ©-х аргументов. Общий случай аналогичен. Пусть 4 равна 0 
на всех наборах, содержащих два одинаковых вектора. Тождество 
о= (уч ежч)— 4 (26-4, 25-4) = 2 4 (2,4424 (4,2) | 
повазывает, что при порестановко двух иргументов знак менлетсл. 
. Пусть 52% есть и упорядоченных наборов из \ различ- 
ных элементов множества 2: м я 
Пример: ©^> состоиф йз наборов Е 
‚Задача 1. Цайти число элементов мнохества к Е 
`Задача ©. Цайти число элементов мпожест ва 5>., ие и 
Задача 3, Цайти число элементов множества О Ее 


| 
| 
| 
з 








ОПРЕДЕЛЕНИЕ — Функция У: Ф\ — © назнвается антисиммет} 
Ни если при транспозиции она — о знак; — 
Ире Мое РАЙ о а есь Е . ь 
Знберем в Чространстьо ху азис ед ,-... м ‹« Ясно, что если 


А: ххх © антисимметричная' форма, ‘То ‘У, (4 ,---6 к) = А (ее 
антисимметричная функция. - 

М БОРЕМА тображение А —> Уд изоморфизм пространства ан- 
тисимметричных форм на пространство антисимметричных функции. | 
В частности А - антисимметричная форма, оля. функция Эд натисим- 
метрична ь 3 15 | 
“кк 








я 


и. | а, О, * 3 6 опр 4 - | ре , а 


3. Опоеделители 


ТЕОРЕМА ` Существует полилинеиная антисимметричная форма 
от \ аргументов в \.-мерном пространстве Е . Такая форма -едан- 
стванна с точиостью до мультипликативной константы. | 
—— Д-во: Пусть е1,-.- е^ = базис = „ Разисным набором мы называем 
набор (ха,.... си) Е Е“ ‚, ГД8 КАЖДЫЙ 5 - ОДИН из векторов базиса: 

; = ем) | 
"ЛММА для антисимметричности формы достаточна ев Аантисиммв- 
тричность на базисных наборах: если при перестановке любых двух 
векторов в базисном наборе (что давт новый набор, также базисный) - 
форма меняет знак, то опа антисимметрична. | | 
Д-во: Пусть А - такая функция. Рисомотрим Фупкции (24.7...) 
АСМ иы.. ) й 2.7 ..)->-А Чье, Это две полилинеиные @х 
формн, совпадающие по условию на‘всех базисных наборах и, сле- 
довательно, совпадающие всюду. Значит, при перестановке первых яв} 
двух аргументов / меняет знак. Лналогично деиствуем с любои дру- 
гои парои аргументов. 
Итак, доказываем существование антисимметричной формы №. 
Определим се на базисных 'пабофах так: о = м 
65 (ен еж) = ‚ воли среди (4). (им) есть одинаковые 
ь Ре = Е(«) —, ебли © - перестановка см. п.Т.4 | 
’. (Ясно, что любая антисамметричная форма на наборе ем (лу, -:.: Сы (нА 
„должна быть равна и ; паше определение соответст-: 
__ вует случаю “2 (ек.... и) =1.Полилипеиная форма с такими значелия-. 
^ ми на базисных наборах будет (по лемме ) антисимметричнои. Вдин- — 
‚ ственность следует из замечания, сделанного выше в скобках, 


ея ° ТВОрБМА — Пуоть м - ненулевая анптисимметричная форма от : 
'’ Мм. аргументов в м -мерном пространстве Е . Тогда с в а, 
осу ь. = 26) = © 264... 52. ЛИНОИНО ЗзавИСсИиМЫ, 





_ Д-во: Бели ед и, например, =». > ЕТО т. 
у (ен, 2-6 26) = (Аз: --". Лии, ось, +. 26.) = | ее 
С Е о ЕТ 
‚Бсли ЖВ 5х,,‹-. 20 независимы (и, следовательно, образуют базис}! 
‘и о(,.... 2х4) =О , ТО >=о на всех базисных наборах этого’ базиса +. 
и, следовательно, равна 0. | | ь 

- Пу АЕЗЕ - линейный оператор в \ -мерном пространстве 
Е, < - антисимметричная. полилинсипая форма на Е“ о. Тогда Фор-, 
ма (жа. ---- 26) 2(А жа, .. `` Ак также полилинсийа и антисим-. 


метрична, и, следовательно, отличается от > лишь на некоторую 
мультипликативную константубс,которая называется определителем 
оператора_А_и обозначается А | ВА 






-А. (764: аа } 

Заметим, что дл определен корректно (не 

т.к. все возможные № пропорциональны, 
Замечание. сли Е+ |, То говорить об определителе оператора 


зависит от выбора и>) ‚ 


ИЗ в г нельзя. | 
| Н ЗтЕбрыиА аж ле = Л. «а. 
Д-во: Бели @ь,... с“ - базис, то 


_.. А ел) = 9. АР 6 (а, - ела) Ва 
ео (ве. Вывод = КА. 94 (6-е) 
ТЕОРЕМА А Азо<=> А-Ьбратим 
Д-зо: Если @е4,... ед = базис, то сд. АРО<> (Ах, ..- Ле.) 0 
2— ок ре лек ОНОСООИ О <> А обратим. 
ОТКОРЕМА (А) в АИА о. | 
Д-во: 4-Е = Ал. и (А). | 
ТРОРЁМА ° №сли А, © - операторы в`\-мерном пространстие, 
то “ьх; АЕБ) есть полином от 4; степени \ . Свобоцнни член егс 
равен А, коэффициент при старшеи степени равен © + 


4-80; Пусть ел... и - базис, ио(еь,-.. =. Тогда. 





ОА Ален СА АЕ к, --: (Ач ен ) = ( Аелл ел ‚-. Аве.) 





5 


= опро - у 


Га 


ыы 
ти 
\: 


= (Лев: де) [Бел Де», - Авен)... 4 (Ава, --.. бе № и 


+ “(6 <: - Бен). : 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ, Коэффициент при { в 5% (Ел {А) называется 
следом оператора А и обозначается «А. НА | 
ОПРЕДЕЛЬНИЕ Операторы А: Е —” Е я ©:Е -» 5 называются по 
добннми, если существус такой изоморойзм У: Е —Е ео 
динграмма Е А»Е коммутативна, Т.6. ода °\ или, иначе А=ф-ь «9. 

У И" Е | | 

ЕЕ. В. 

ТЕОРЕМА 'Опредедитоли подобных опрраторов равны. | 
-во: Зафиксирусм изоморфизм $ . Мы будем‘ говорить, что вектор 


м 


й „. 
я \ 


еЕ соответствует вектору 16Е , если У(е)= 4 + Будем говордть 


` 


. Пусть Аев: ЕЕ ы Ас: Е Ане: Р— Е `'Асе: и Е 
- линейные операторы. Рассмотрям оператор А: Е®’=-—ъеФЕ, Определя-. 


.- 


‚ что полилинсиная формам е на Е соответствует полилинейной Форме . 


©, ‘на Е , воли их значения на соответствующих наборах равны: 
АЕ (са, --. 26) = (Ч ка, -= Явм)йли, ЧТо тоже самов, 


-- 


о ШЕК (М За) ме (Ча, --- ^ : 
Для каждой о ла Е © Це вует соо ветствующая ей на ЕЁ ^ и наобо 


рот; антисимметричной соответствует‘ антисимметричная, ненулевой -—. 


‘ненулевая. Пусть Фе и Фе - соответствующие друг другу антисимме- 


тричные ненулевые формы; е+, ---. --- — соответству-. 


^ И 3} ^, 
_ющие друг другу базисы вЕ ИН :У(о= [: . Тогда Аех \--- Аек. 
соответствуют ©, 


..-. 6}. (в силу коммутативиости диаграммы). Так 
гак Фе (Аеь, --- Аек\ = са, Ок (©. --- ел) м. т } ый 
| Он (={., и) = ее (Ц, | | : вы 
и значения си Эена соотвотствующих наборах равны, то А. А =, 

Напомним общий вид линейного оператора в пространстве ЕФЕ- 





— 


емыи`так . р 
т: МАЕ АЕ (3) __ [Авее +АхЕ{. Е 
я © —> —- б нылнысьх 

| _ ео | | аы на $] `` \ Аве +Акя{ /. о 


ТРОРЕМА Это соотвототвио является взаимно однозначным с0—. 


‘отвотствием между множеством всех линейных операторов в Е ФЕ й, 


множеством. всех гха-"матриц" описанного вида. | | 
Д-вог (набросок). Как, зная А ‚ восстановить, НОМ, АЕ? ' 
ВОЛИ ке :Е-- Е®ФЕ - стандартное вложение Ев о ‚а - ь 
Ле:Е.ФЕ —. = проекция на Е вдоль Е ‚то Аве =Ур°Аз К - 
Замечания: Г. Равенство Ас =0 означает, что = - ипвариант-. 


ное пространство оператора А , т.е, что А(Е) < Е АА 
2, Роли выбрать в Е и Г* базисы и образовать из 


них базис в ЕФЕ`, то матрица А. в нем будет состоять из четырех 
блоков, являющихся матрицами Аве Аве Ася, А-е» Так что ‚рисунок. 
можно понимать буквально. ь А 
ТЕОРЕМА `Если Аее =©, То 44 А = «4, Деев : < Аве 
Д-во: Пусть > - ненулевая полилинеиная антисимметричная форма 

на ЕФЕ . Пусть ©, -- е% - базис Е, {1х - базисы „ 9то- 
ждествляя Е с ЕФОИ Оо ОФЕ , построим базис ел, ук: 
В ЕФЕ ® Тогда иэ (Ааа, -:- Аед, Ада, ЗА) => (Ааа ЛЕ м и т 
Аве ем + Аве ец,. АЗь ие аеы Аеее-, А АК ч.к Ае ы 
Рассматривая форму. \^> как т на. @ (при фиксировавны А: .--А „}: 
® (ка ди (к, А: А. МЫ видим, что это равно в | 
(К АЕЕ: 2 (е4, . ©к р АЦ, --- Ак) == Д.А: ю(-ел,--лек, АрЕ Ар, .. 


АЕ + Ане к) = м. Аве . со (63, --- м, Аней, ка А де Е 

пользуемся полилинеиностью й тем, что “ (лин .збрис вектора) = О). 
Рассмотрев теперь форму а у > (64: е и, Ма, „‚жак форму на 

Е (при фиксированных е+.,--- ел) имеем, что это рав (9) 


Е ДЕ . <. АЕ 4х (ва, ---ел д. $). 





5% и. 


‘Вии. 


Обе, м =7. 25) ОА (4) ` *^ "А, ы(и) — 





Дл 


ыг 


Но с другой стороны, это равно А: о (ез,`-- Фм 4... 7). 


‚4. Матрицы и их определители 
Определителем м хм - матрицы называется определитель любого 
оператора, имеющего оту матрицу в каком-то базисе. _. 
Это определение корректно в силу следующей леммы. 
ЛЬММ воли опрраторы А: Е-> Ед 2: + -> + имеют одинаковые 
матрицы вобвяообсаявазогиюзодебны в базисах ©: .° @\и ви то 


‚они подобны (и, следовательно, их определители равны 


Д-во; Изоморфизм, переводящий <: в 34; , устанавливает. их подоби 
ТЕОРЕМА Определитель м хм. матрицы с: ;\равен 


с2. Е (6) Чаи" ов) = 
“5-[-во: Пусть А - опоритор в пространство Е , имеющий такую ма- 


трицу в базисе. ед, ..-е„. Это означает, что Ав = 7 оусе{ Пусть > -_ 
полилинейная антисимметричная форма на ЕМИ_ _  %465(е; -..е\) =. 


>С Аеи, .-. Аве) = от де @.-- 20 ее и ) 
^) к 5 и. м _ о е;. = а, у =. им (ен: 6). 
Воли (\в..- }^) содержит два одинаковых числа, т00:02 (е;\--е)поэтому '. 
а г ЕС али т’ бКоцмдьм ` из (елау, > еык) = мы Ману". 
Это вычиблоние даст другое доказательство того, что определители 
операторов, имеющих одну и ту жо матрицу, равны. 
ТБОРЬМА Опродолитель матрицы ие менлетоя при транспонировя- 
й о | х т 
„ Д-во: В самом. доле, если м; =: , то а 
- ву <. 

2 


ые>ил Ра 
<3а БЕ) бе. бе, =2. Ех "Ак, 


м 1% =— СА, : ы с. ь | 
‚ : Рассмотрим ви Сотандартный базисе=($), ..е-=(?) ; Пусть \О`- анти- | 
:" ыы 


симметричная полилинойная форма от м. аргументов из К", равная 1: #- 
Ь: 


-на нем 5 (е:,...е^)=1"стандартная" форма на М^ о. Если мы вычисляем №. 
матрицу оператора’А: В” 5^в этом бизисе, то ее столбцами будут 


}. 


\ез...- Де’: и определитель этои матрицы будет равен о(Аса. .-. Ао) | 


`Итак: 


ор матрици - ставдартная полилинеиная антисимметрич- - 
ная форма от ее столбцов, ом я И р 


\ 


1: 


‘и,. следовательно, : 


Е матрицы как функция отя‘ее столбцов полилипесн и 
антисимметричен ь 
А так как определитель матрицы не меняется при транспонированиля, 
| о матрицы как функция ее строк полилинеен и антисим- 
метричен. Л 7, ее 
сть Аи © - операторн Е —эЕ , ебли Е = м гы 
КОРЕМА Функция 1. +-> 4. (А е)- есть многочлен степени \ 
д-во: №сли ез,.--е„- базис, то 


ЛА №) = [о (ен, ©) ооо .... Ака веку (Лей, --- АеоЙ 
ее я 


Я о (6, ба. ; ... (Ве, -. Зе) | 
Многочлен ›© >, (1.4- называется хариктеристическим мпогочленом 
оператора А. Он имеет степень ^ ; старлии коэффициент равен Т, 
свободный член равен (-%)^ «А; . Коэффициент при К“ * с обрат- 
ным знаком называется следом оператора А и обозначается $-А 
ТЕОРЬМА След оператора равен сумме диагональных Элементов 
матрацы А. = Роя о Е 
2в9. с, ыы | | ы |-^ и | ` 
|3. ты 2; и рец е - -- 20.0). . 
ди 

Отсюда следуст, что при переходе к другому базису сумма диагональ- 
ных элементов матрицы не меняется. Из определения следует, что 
следы подобных операторов равны. | 

Имеет место равенство я. Аб> = Фе ФА (см. задачу 6) 





Я 





г Вы А 


Ал 


(ЗАЛАМ). 





1. Найти размерность пространства полилинейных форм из Ех. х Ел 
в = и указать базис. /Е).. Е), Е — векторные пространства над ®/ 
2. Показать, что следующие условия на билинеиную чорыу ©: ЕхЕ — ® 
равносильны /а/ Зхжо Уч 6.3) =0 

/6/ За+о УХ 2153] =9. 
При этом форма № называется внрокденной. верно ли это утвержде- 
ние для формы ®:ЕхЕ —> № ` при ЕЕ т 
3.8.6. - симметрические билинеиные формы на Е ›, причем 
УхеЕ 64 (к х\ = ®з(х,Х). Докажите, что В. => 


4. Всякая билинеиная форма есть сумма симметрической и антисимметри 
ческои. | 
‘5. Доказать, что пространство билинейных функций >: Хх —> 2 
канонически изоморено =. (Х, 4> (У, =)) Игде 4 (ЕЕ) — простран- 
ство линейных операторов из Е В 


6. Найти размерность пространств-симметрических и антисимметричес- 


ких полилинеиных функций из Ех. ХЕ вЕ если размерность Е 
авна К „а размерность Г “ равна - 
. Пусть © - перестановка множества А={4, ``” и\. Доказать, что 
отношение х—ч- (3К=Й х=ч) есть отношение эквивалент 


ности /классы эквивалентности называются орбитами_ ®< /. 
8. Локазать теорему о функции четности, используя. определение 

Е (=) = (-л)“- Сео РА т <] я : 

9. Пусть А , > - конечные множества, А ле=р . < - перестанов- 
ка А ,‚ р - перестановка ‘Р> у введем на (АЗ ®) перестановку 
: Е &(х) , хе А й 

м °°Н(ь(х), хе. Найти ® (хор). 

10. Доказать, что всякая перестановка множества А-={4,. ‘и 
разлагается в произведение не более чем @ (и-4) транспозиции. При- 
‚вести пример перестановки, которая не разлагается в произведение — 
менее чем (^«-^) транспозиции. == 
11. Доказать, что если в матрице А порядка и во всех местах на — . 
пересечении х строк и @ столбцов стоят нули, причем и+б>и, 
то Хх А=О. о 

12. Доказать, что определитель Вандермонда о о 
отдичен от нуля тогда и только тогда, когда| ! . . 

все =; различны. ее 


. 
| 

13. Вняснить, как меняется определитель при элементарных преобразо- 

ваниях. | (4 \ г | 

14. Пусть А - матрица мхм „АЦ =(4) \ 46 /матрицы, получаемой 

из А  вычеркиванием ‹ -0и строкй й \‚-ого столбца/так называемое 

алгебраическое дополнение элемента. сс матрицы А { . Доказать, 


что пооизведение матриц А=\езй и ©-ПАз есть (ХА). Е 
.15. Доказать, что “л А = ЖЕНА) \ 
16. Доказать, что 3х А® = А. 


17. Вычислить Хех. \, где’ а/. ау = уме, 5) 
щац =чмох (6) 


| В . А = \\-—\ 
8 к © - т : И ее а т произвольные наборы чи- 
сел. Вычислить Мс 
а се, и и © 
©. с ТУ | № 
г ® А 6 ед Ду. Е д. : ` р ` 5 
о 9%, ВХ `` ые ре 
м ое О 22% 
ОА О 44 | Гояф 
19. Вычислить | 14: . т | 
я . А < СЫ Е 
еее. 


м ^^ м ` г .* С. 2% 











длЯ 


| ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА т, 
В этом 6 основным полем будет полз © | 
‘'Т. Скалярнов проязведение, порма, метрика 
вет Опрел, Пусть\- в.п. Функция В: УхИ —* © — сопоставляющая. 
‘паре покторов х, у из У’ чиоло В{х,у), назнвается скаляринм проил- 
‘лецением, воли она обладаст олодующими свойствами: 
Т) Вии +, у) = © ЗУ) + 5 Вау) Са, ) | 
{ и НЕ 2) В(х,у) = В(у,х) «. симметричность) $ 3) В(х, х) 
> О ( положительность ); 4) Вх, х) = О=ьх=0 ( невырожден-` 
ность), 
‘т В.п. К с фиксированным ОВлаВНЫ произведением называется = 
‚евклидовым пространством Ге ^ | 
: Е Доля сок}ения записи пишут (х,у) вместо В(х,у) ( ес- 
| ли рассматривается только одно скалярпое произведение). . 
‚Т,2 Замечания а) Свойство Г) можно переформулировать так: при фик- > 
сированном у функция 94: хн* (х,у) из У в линейна, и 
_ аналогично, линейна .: ун*(, у). | 
_. 6) Для положительности скалярного произведения не ‘требуется что - 
бы функция В была положительна (т.е. В(х,у) > 0). этого тре- 
бовать нельзя, Т.к. по а Т) числа В\(х, #. и В(-х,у) имеют раз-_ 


ны знаки. т 


`Т.8 Основной пример Цусть =”, х ня у = ыы 
Ун)* Тогда функция В(х,у) = и у. = ХУТ+. *-+Х Ул является ска-^ 
_  лярным произведением А. которое будем называть стандартный). 
„ Иример ® Пусть И = С[0,Г] - пространство непрерывных действит-. 


ельных функций на отрезке [0,1] . Тогда В( а ) = бух 
есть скалярное произведение на |” У 


| 





Т.4 Опр р хиу назнваются ортотональнний ри всли 
(х,у) = 
Опр о вектора х - это число [|х| [0 
Замечание Т) | х[20, причем |Х[=0 =>х=0 
2) (АхИ = ГА хй т . 

Теорема Пифагора (552 + ву? = + Е при х1у. 


Показательство || х+у/ 18 = (хзу»хчу) = (х,х)-+2 (х, у) (у,У) =? + 
у“ т.к. (5, у)=0. 


Следствио Если ХУ, то [хуй ( катет меньше гипотенузн). 

Т.о Опр Проекцией вектора х на вектор у называется такой вектор. 
прух = Ау, что (х-прух) В Ел ` 
Лемма ЦШроекция воктора х на у О всегда т определена 
однозначно и вычисляется по формуле: прух = у 





уу 





В жи ЩЕ, в 
А ее ОО а А В Я И 





| ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 2. 


оказательство Ом (х- лу, у)= (х,у)- А(у,у)‹ — Хн (х,у) 


Гу,У7. 





Т.6 Теорема Коши-Буняковското |(х,у)|= [И.П 
Коказительотло ху = прух => / И _ [уу у){. [У И. и 


ХИ (у, (уу. х ХИ УИ - 
Опр (х,у) =: аессе5 ой | ВЕ к 








р 
(т.е. (х,у)= ХУ, и | | т т 
_Т.7 Теорема Их|] + ПУ > у! , и’ 9 == 
Док. (ху, ну. = ИИ" + + + но ик +1912 + 21 >. 
((х +у 1". | | | Г" 


Опра(х,у) = ИИх-Уй 
Теорема г’ есть метрика на х. 
Док. 1) ИХ-УЙ =0->х=чу ео. 
ы 2) /х-у/ = Йу-хИ - т.к. аа |-21. 1 ИХ-УН 
к... 3) х-у{ < Их-ей + Ш -уи . - по теореме Е 
71: ` 2, Ортогональнне проекции и ортогональное дополнение 
&.Т Опр. Воктег < ортогоналыви поди остраиству ИИ овклидола про- 
странства И всли х.1 у для всех уеИ. Подпространства ММВ = 
‘ `есклидовом М с`-огональин ‚, евли х Гу для всех хе И, уе ИХ. 
2.2 Опр Ортотональное доп дополнение подпространства ии евклидора 
пространства М’ есть (ИМ = {уЕМ | у УИ У. 
Лемиа Т) М/“- подпространство У; 2) ии), Зз) 


з 


СМИ ии —> И" = ИИ". | И: 
`. Следствие И/ГУИИ- =0. 
а. Е Определение Базис называется ортогональным, если он. состоит 


и `` из попарно ортогональных векторов. | 
| °’. . Теорема Конечномерное евклидово пространево имвет ортогональн= т 
. ЫЙ базис. 
Док. Индукцил по п = 2 И Индукционный шаг. Пусть е ое И, е ой 0, 
ИИ = <во». Пусть вт ‚..., @» - ортогональный базис : ми. Дока 
‚жем, что ех, ет, ..., в, есть базис в М. Пусть хеИ; прь х = пе | 
тогда (х-де5) & ИХ; т.е, (х-Де) =РАв, их =2.А.е.. о 
2.4 Теорема ие (ИЕ = И где. = конечномерное поцгространство 
евклидова пространства М ' | 
Слелствие 1 ии“ = ИИ. | | 
оказательство, ИИи= ии очевидно. Так как ИГеи/1 - И/ Чи у 
то ИМ = И" =. 


Лок. теоремы Ввиду ве. достаточно доказать: | а, 











1 


+ 


1 


г оерау в», = В ы ПР... „> 6, „= 6, — = (©...) 


Ал 44 
ЕВКЛИДОВЫ РООТРАОТВА | з. 


2.5 лемма В условиях творомы, ИхЕИЛуе ИИ (х-у).5 ИИ 

( такой вектор у называется проекцией х на И/ и обознанается 
ир;х). Единственность у вытекает из свойств прямой суммы. Для до 
'казательства леммы выберем ортотональный базис бт». ..,@Г В ии. 
Пусть у «2 в, тогда чтобы 0=(х-у,е, )= (х, в: )- «Де; , в. ), нужно 


‚ выбратьч, = (х,е;) | ==. 
6. . О, д: й = У 


_ ‚Слодотвие 2 ое оО где ее ый - 


8: ,6, ь 


п - ‘ортогональный -—-- 


базис И/,. о 
' Замечание А; х = ‚пр. - линейное отобраление И на и, причем те 
Е. о 

ю.б ` Замечание \ метод Грама - о Пусть ИИ — базис 
‚ввкл. пространетва У. Тогда можно построить ортогональный базис 
= ..... >: для\’ такой, что для всех м < и :<\,.., >= 
ааа е >. Именно, ле ет; а. если 5. ;5,  - построены, то 


НИ 


их 3, я) ‘` 


12.7 Замечание Ве Е — ортогональный базис, то координа- ь 


ТЫ вектора х в нем имеют вид: ой = (хе.) `' 


м Опр овОнанЕнии базис наз. ортонормированинм, если и [е.( =Т. 


_, Разложоние: зектора_х в ортонормированном базисе: х= — (х, в, 
‘при. этом {х// ви а У 


я 


6 ре 


— 
[6») 
>. 
р енЕ Авена 


‚ а скалярное производание' "(к,у) 


Ре, вы ). 


И 


‚. Приложение Т те доказательотво теореми 2.4 г для случая коне-. 


` 


‚ 
5 


чномерного И ). 
‚ Лемма Если ИИ, и/- подпространства в.п. и причем =. = .п, дн, 

= п-Щ и@И/ =К, гы Или! > к-Т.. 
И обе а Иа ИХ У бо Инв М- «Нст-Тнкы о (ИИ!) > п-Так-п =| 
к-Т \ так как 2 (Ши) = п). 





Г Слодотвие обо ИИ, ыно.. тон И} = п-Г. => РТ > п-к. 


‚Лемма аб» ИИ = ин р 


и 
‚, Док. Пусть ету... ,@ — базис И/ Тогда И/“ = ИГл... &, где 


И; = <в.>"- ядро невнрожденного линейного ое Ре. : 
хн* (%,6.), т.е. „2>И/ =п-Т..Лемма доказана, _ 

. Поскольку Ио и/-- =0, отсюда вытекает, что ив и 
ОНИ < Зе дсказательство теоремы г. | 
‚ Лемма _Т Ортогональная проекция и, вектора Л на И есть блЕ- 

‘жайший к \ вектор среди векторов из и | ры 
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‚Док. Нам нужно показать, что для всякого и’ ИИ” (7-Й > ИИ. 
Т.к. и= м +94, где Е Е И, то (‘ии НИИ + МИА 
= ИА Ими 3 НИЯ Нал м И* , ч.т. д. 
Лемма 2 Пусть и/, - ближайший к °© К вектор среди векторов из 
° И/ Тогда и, есть ортогональная проекция 1” на и. 
‘Док. Нужно доказать, что вектор и- и ортогонален ИХ. Т.к. ду- хе 
нкция на И/; УСи)= //г- и* имеет минимум в точке и, то ее = 
производная в этой точке равна 0. Вычислим эту производную: 
Уи +К)- бы) = (и-щь- в, м-шь- ©) — @лешь эм = -.9 (4-м) +1" 
Следовательно, /'@% № =-9 лм, ®), и равентствой'@%) =0` 
‚ овпачает, что 1-м, „ортогоналон в". Ч.т.д. _@ и 
‘ Вамечание При вычислении производной мы воспользовались тем,что ,. 
Ки? есть о(А). Это следует из следующего факта: любые 2 норун | 
на конечномерном пространстве эквивалентны ( см. курс анализа). 
‚Итак, для доказательства существования проекций на И" нам 
остается доказать, что функция 7) = //м- м//^ достигает мини- | 
_ мума в какой-то точке из И/. Рассмотрим шар с центром в м тако- 
о большого радиуса г, чтобы он пересекал ии; пусть ИИ. - его-— 
пересечение с И/ Вне И функция $ больше =, ‘минимум на ИХ а 2= 
‚дет минимумом на воем и Но И/, - ограниченное и замкнутое, а т 
следовательно, компактное множество. Т.к. Х непрерывна, то И 
она достигает своего минимума на У’,. Ч.т. ды и. Е 
Замечнние В этом рассуждении мы вновь пользовались упомянутим ‹ 
фактом, т.к. ограниченность ИИ. и непрерывность Х вассматравьлас 
_в метрике, порожденной скалярним произведением, & не в стандар- , 
тной координатной, Кроме того, утверждая, что И/. замкнуто, мы 
воспользовались утверждением: любо@ подпространство конечномер- — 
ного в.и. есть замкнутое множество. вы: 
3, Изометрия | 
Опр чинсйное отображение А; У евклидова пространства И 
в евклидово пространство И/ называется изометрией, если оно со- ; 
храилет скалярное произведение, т.е. (Ах ,Ау ) я (ку Уре 
Лля того, чтобн линейное отображение было изометрией необходимо 
и достаточно, чтобы оно. сохраняло норму, т.е. Ах Ии= Их, Это 
2 из тождества ( теорбма косинусов): (а,в)=(в+ви ®— дед 8- 
ивИ®). 1/2. Е ь 
Теорема Любые 2 евклидовых пространства одинаковой конечной раз- 
мерности п изомотричны, о 
Док. Выберем ортонормированные базисы 4%, .... ,^ в Ия 


+ 


|| 


` 


‚ п 





‚ &^/З. 





ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВ; У; 
Аниесное/ ^ 


М1... , М вИ/. Отображение А, переводящее \,...., ^. вы, _ 
соответственно, является искомой изометрией. | 

4, Тоорема Риоса | ь | 

Теоремц Пусть 82 - линейный фуикционал на евклидовом ипростраист-‘ 

* во \Мутогда существует такой вектор ЕЙ, чтор/х ф<) = (м,х) - 

(т.е. фе - см. 1.2). 
Первов_ доказательство Расмотрим линейное отобрижение А; ун+ фл 
пространства И в соиряжсниов пространство И» Покажем, что А - 

_ изоморфизм. Если ле Аё А, то 9, =0, в частности, ,(“)= (4) =0.. 
Отсюда %=0, и, следовательно, `А - вложение. Т.к. 2 И =. ИХ 
то А = иЗморфизм, в частности ‚образ. А совпадает со всем ит. 
Второе лок. “явное иостровние). Рибёрем ортонорхированный базис ‹ 
ть.» Ол В И м: хотим, чтобн 95)=6к» для немерого вектора 


\л- Усе... ‘Для совивдения друх функционалов т их сов- 
падения на базисных векторах, поэтому надо, чтобы У(е; В = (Че, ) 
Е 0<. Итак в качестве ^^ надо ВЗЯТЬ вектор л. > ф (8, уе я реа. 
гда Ф(х) = о г - зы 


Третье до: ‚ ( геометрическос). Рассмотрим ядро ‚Ф они его - 
М/ Это линейное подпространство коразмерности Т, Т.6. эжИ и 
`=Г. Рассмефрим вектор ал, ортогональный‘ И и функционал и. Ясно, 
ЧТО МЕ> бь = ии, Доказательство теоремы завершает _ 
Лемма Два линиеных и с одинаковыми Арии пропорцио- Е 
нальны. -} 
Док. Пусть Абър, ю Каз ол = И, (Ш Ломноким 4х, уз На числа, так, 
чтобы полученные фуикционалы прицимали на ““ одинаковые значения 
Тогда их о обращается в О наИ/и на ч, савдозательно, она 


\ 


равна 0. | ты 











\ 


/ 


‚равно № или С ,‚ Мн будем называть операторы А: М —* \ 


Т. Собственнна вектооа 


ь зы Е ата о Е я Ро о я КА ИВ а 5... Валь. 
Чем». 4.., 


Линейнне опезатоонц. 





В этом параграфе мы будем рассматривать линейные операторы в конеч- 
номерных пространствах чад полем м. ,‚ которое по большей части будет 


р 


операторами з пространстве \М-. 


значения, подпоостранства. . 
{енулевои вектор эе\/ называется собственным вектором оператора 






В К 


А: М —>\М , если Ах=7)лх при некотором Хек х Число 
называется собственным значением оператора А , соответствующему соб- 
ственному вектору ^х . Очевидно, вектор, пропорциональный собственному, 
будет собственным с тем же значением. 

- Примео. Если + О ‚хеКл А , то 4х собственный с А=О `., очевидна 
Лемма, Вектор = является собственным вектором А с собственным 
значением 'Х тогда и только тогда, когда х*0 ‚ хеКж(А->: 4). 


Следствие. Число является собстзенным значением оператора А тогда 
и ТОЛЬКО тогда, когда А:1 -А необратим./ 4 -тождественный опера- 


В этом случае ядро ^:41- А назнвается собственннм подпространством - 


бы 5. 


оператора А, ‚, соответствующим собственному значению А и обозначает- 


ся Ще < = ке ^1- у : 

Число ^^ - собственное значение титтк «ил УМ. > о. 

Теорема, Если Лад, --... различнне собственные значения, то сумма 
4+ --. +4 Мак прямая. ых 


‚ Доказательство, Пусть утверхдение теоремы неверно. Внберем самый ко- 
роткий набор а, --... < из собственных векторов с различными соб- 


ственными значениями Ра,.-.. Хе ‚ Для которого Жд+-.--чхр=О 
Если таких нет, то всё доказано./. Применяя А , имеем: Махач --. 


Е Хрэер =О ‚ вычтя отсюда равенство Мл (24+...-42ер)=Ю 
имеем (Эл - 4) ах ...; + е- А) же=о0. Все эти вектора ненулевные, их 
собственные значения (ыы е) различны. Противоречие. 


Переформулировка теоремы: собственные вектора с различными собственными 
значениями независимн, 


Т.2. Обсудим вопрос о существовании собственных векторов, Мн уже отме- 


чали, что собственный вектор со значением ^Х существует тогца‘и толь- 
ко тогда, когда Х.А- А необратим, или, что равносильно, (7. 4-д)=о 


„Лемма. функция 2:1 > 4 (+.:- А есть Е степени чу. 


Он назнвается характеристическим  /см. "Определители" 


п а = = 


Поле К. называется алгебраически замкнутим, если всякий многочлен 
степени большей 0 имеёт корень. Над алгебоаически замкнутым цлолем вся- 
кий многочлен разлагается на линейные множители 2(4\) = (4-м \*%. (Е -о„ к“ 
2% - его корни, В: - их коатности. Поле © алгебраически замкнуто 
("основная теорема алгебрн"/, поле @. - нет Их 27) +0 . 
Теорема. Если поле К алребраически замкнуто/например, \=®© /, У - 
векторное пространство над К, - оператор в М ‚то А имеет 
собственный вектор. ь 

Доказательство. характеристический многочлен имеет ненулевую степень и. 
следовательно, имеет корень . 

Замечание. Условие алгебраической замкнутости \ существенно: оператор * 
поворота на 90° в [2 › Не имвет собственных векторов./Его характерис- 
тический многочлен - %4А  /. м и 
Напомним, что о полином имеет вид ©. (К) =ф — “Ш + 
--* СА)“ ео ‚ Ге дов А ‚аи =5<А Ислед А /. 
След оператора равен сумме диагональных элементов его матрицы в любом 
базисе., /см. "Оп еделитеди"/ Определители и следы подобных /см, "Опреде- 
лители"/ операторов равны. 


_Т.3. Оператор А называется диагонализиоуемным, если в некотором базисе 


он имеет диагональную матрицу /инными словами, если есть базис из соб- 
ственных вектороз/. | 








| Оператор Д®. действует. в \< так: 





днА$ 


сон. 7. ке. я | И : и ь з 
ь : во ры 









т ор 
Теорема. сли характеристическии многочлен ПР. оператора А в ц-39 
х7 Щ полем \%  оазлагае’ яа линейные множители /в частности, 
если к. лгебраически замкнутой, я 3се корни различны, то А дявго 
нализируем. 
Локазяатель тео, Напомним, что степень ТА ‚ равна размерности \/ . Если 
все корни различны, то их столько, какова размерность М, по- 


этому соответствующие собстве! ные то а/ бтЛУЧИ независимныи, см. Г. 1/ 

образуют базис. 

Обратное неверно: оператор 2 диагонализируем/все вектора собствен- 

нне/, но его характеристическия многочлен имеет, совпадающие корни. 
Если А - диагонализируемый оператор в </ ее. - его 

собственные значения /К< и сумма > ©... ©® | 

будучи прямой /п.Т.Т./, совпадает со всем простраЙством </^* М: самоь 

деле, вектора собственного базиса должны лежать в пространствах УМ». 

Таким образом, любой собственный базис лиагонализируемого оператора 

получается выбором базисов в >» и соединением их в базис . 

2, Инвариантные полпростоанстра и тоетгольннй ви 

2.1. Пусть „А - оператор в пространстве У - Подпространство м/с \ 

инвариантно/лля А 7, если А/М. 

В т. р МОНО рассматр: ивать судение А на \/ как оператор 

из , 

Примерн. Т. Для скалярных операторов / операторов умножения на число/ 
все роет анства инвариантны. 
2 ространство Ул=\е2е (А: -А) при любом ^ инвариантно 

для . 


3. В пространстве ®(С] полиномов подпространство поляномов, 






‘степени не выше \ ‘инвефиантно для оператора дифференцирования Р-Р. 
‘Заметим, что одномерное иквариантное подпространство есть линейная 
. оболочка собственного вектора. 


теорема, В векторном пространстве над № любой оператор имеет од- 
номерное или двумерное инзариантное подпространство. /над @& всегда 


‘ееть собств. яный А т.е. олномэрное инвариантное подпространство/ 


оказательство. Пусть \-—\ \/ - вектооное пр-во над ® . 
НИ ‘комидекоифижации \М< пространсхва \М’_. она состоит из 
формальных сумм дуже дл зе \М ‚ © - формальный символ/. 


В \/< мокно ввести структуру векторного пространства над @ „, скла- 
‘дывая вектора и умнохая их на ко: ее число как если бн & =-4 ; 


(кем) Ио = ея), о (544) = ый 
(545) = с 


Легко проверить, Что < - пробтрансуьб над Ф т С 
ный оператор в нём, Пусть 2.4 ЕМС - ВЕНЫ векто 
собственным и ©.+% > Ты Вь АХ ок а я 
(сз - 6) (д к 6) или и 6-9) 
‚Теперь мы видим, что линейная оболочка - ранее под- 
пространство. ты ‘ожет Е олномерным /если и ч пропорциональ-. 
‚ НЫ, или двумерна нео м оно быть не может, т,к. 2+9 +0 

то есть х.-О или та ‘ | 

2.2. Если А - оператор в ки ‚ \/ - инвариантное ОЕ 
то А о быть корректно опре делён на факторе М/м Точнее 


верна 
Лемма, В ‚описанной ситуации существует и единственен оператор А 


ИУ 


ДЖ: АУМ бе ‚У Ам замнкающий диаграмму 
М ‚| и / - оператор проекции \ на МАМ / 
оказательство. о есть + М. Еам надо, чтобы А (34) = (Аб) 


Для того, чтобы Ы воспринимать это равенство как короектное определение 












А! : 
ре р. 3.4. 


А , нужно знать, 70 =9\4) => Я(А=)= Л (АЗ). Но асли 
=) ‚10 Ж(х-м=0, ж-чЕе\М , А( 2-е М,, 
. Ах-Ач ЗМ, {АХ = ЛАЗ). |= 
твотема, Если поде \ алгеораич: замкнуто, то 7 зсяхого оператора 
существует базис, в котором его матрица зретгольна, 1.9. имеет вид 
Инымя словами, существует такой базис ез,.--@“ , 
что при всех &2 м. линейная оболочка Кез, > 
перзых & базисных векторов- инвариантное подпро- 
странотво. /В частности, ел - собственный/. 
Ещё переформулировка: существуют инвариантные, пол-, 


$ 
& 





| _ пространства МУ с -... м/и › для которых Им 
оказательство, Пусть - векторное пространство над алг, замкнутым 
полем К ,. ВБ качестве е. возьмем какой-нибудь собственный вектор, . 


Его линейная в М = седубудет инвариантнным подпространством. 
| А-Я А: УМ — УИ еет собствениыи вектор ЕМУ М“: 


„ Его прообраз т.е. такой зи тор, что 2 = 3 





А! = 
может не быть соботвенным для А , но А{- = А. ‚ ибо 
(А - й=2 40-4 =0 "ними словами, АСЯ 2+ /вектор из \м/я /, 
т.е. '\М/2 = /линейная оболочка ми 2 / -‘инвариантное подпростран- 
ство. Его размерность равна р. Т+о => мА . Вообще, если Мо - 
инзариантное подпространотво размерности 5 ‚то выбирается собствен- 
ный вектор для А: М! \: —= М /М/. Е затем его прообраз. Получаем инва- 
риантное подпространсгво М/; 4 , содержащее Ус и имеющее на едини- 
цу большую размерность, Так мы построим искомые инзариантнне подпро- 
т И о 
д Найдя базис, в котором матрица оператора А треугольна, легко вычис=- - 
и лить его характеристический многочлен: если На диагонали стоят числа 
г.г › ТО Р„(*) = (4= 4)-: - Ч-А„. ны 
следствие, На диагонали треугольной матрицы стоят собственные числа_ 
соответствующего ей оператора. а 
2,3, В этом пункте мы исследуем как устроенн инвариантные подпрострая- - 


| ” ства У диагонализируемого оператора, вели АМ —М диагонали- 

- .. вируем, Жа,..- Мк  - 866 еГ0 собственные значения, то /п.Т.З. О 

уе -..ФУикх. Если М ,..- Мк - подпространства 
Мо во они инвариантны и их сумми, очевидно, тоже -—— 


о М в 
-- инвариантны. казнзается, все инвариантные подпространства могут ОНТЬ 
„ полученны таким образом. 
Теорема, Тс `“\ - инвариантное подпространетво в описанной ситуации, 
= М/ п Ум , ТО М = мА ФФ... ФМ к. _. | | 
Доказательство. Надо доказать, что всякий вектор Ам из \М/ предста- 
Вим В ВИДе А+. мк › ГД 1; е\МА”/. Так как \ = Мою. ФУЛк, 
то Ах МОЖНО Представить в ВИДе мч... + «к › Где ме Мл; 
Осталось доказать, что №; Е . Переходя к оператору АМА ->М И. 
. имеем, что образы Зла), . .- ио«)будут собственными для с теми 
же значениями, точнее, будут лежать в подпространствах хе — они 
могут быть равны 0, (аа... я (> „=0, ПОЭТОМУ ПО теореме п,Г.Т. все 


(ль) = О .: 
Следствие, оля А: М+М диагонализируем, \/ - инвариантное под- 
пространство, то существует такое инвариантное подпространство м. 

что М= г 


Доказательство. Выбирая к \/^У». дополнения до Ма и складывая их, 
получаем \^/’ . | 

2.4, Коммутирующие олератотн. 
емма. - конмутирующие операторы в пространстве \ 

т.6, АБ-ФА /, М> - собственное подпространство, соответствующее 
собственному значению ^^ оператора А. Тогда \/х  инвариантно для 
оказательство, Если зсе\/л ‚, т0 Афх. = ФАх. = БАх = АВ | 
103т0му 6 эе М> | } 

ТеоремаТ, Семейство $ попарно коммутирующих операторов в простран- 
„стве над алгебраически замкнутнм полем имеет общий собственный вектор, 


оказательство, Если одни операторы семейства 5 линейно вырахаются 
ауте, # "0 их можно выбросить. Поэтому можно считать, что опе- 















| р ЖЖ ый Е г ы ЗА з р + ВЕ в 
пос одьно Фровь сле. В еее чооь Авики ыоь соки огне о ытаныо - ЗАВ 0. о оо боииниры о Зомращи ча бант аира чела ЯНЬ срзн оо клблнни в 
413 
р 5$ 
| Ч. = 


раторн в © линейно независимы и, слеловательно, $ - конечно. До- 
казательство ведём индукциея по числу операторов 3 5 . Если в нём 
один сператор, то утверждение очевидно /см.п,1.2./. Пусть их много я 
- один из них. Пусть ^^ - собственное значение А я \л - 
соответствующее собственное. полпространство. Рассматривая сужение ос- 
тальннх операторов на Ул, выбираем общий собственини вектор /предпо- 
ложение индукции/, который и будет искомным. 
Замечание, Собственные числа общего собственного вектора могут быть 
азличны. 
еорема2, Семейство $ ПОВ коммутирующих диагонализируемых опера- 
торов имеет общий собственный базис, 
Локазательство, Снова считаем < конечным и применим индукцию по чи- 
_ слу элементов в ©... Итак, пусть А - один из них, Ух,,-° Мак 
‚= его собственные подпространства, Все они инвариантны для остальных 
_ операторов/лемма/. Сузив их, например, на УМ», получаем семейство. из 
меньшего числа попарно коммутирующих диагонализируемых операторов, 
имеющее /предположение. индукции/ общий собственный базис. /То, что 
сужение диагонализируемого оператора на инвариантное подпространство 
есть диагонализируемый оператор, вытекает из описания инвариантных 
подпространств и 2.3./ Объединяя построенные базисы в Мл, , - ---Мль ь 
получаем искомнй. 
3.Многочлен от оператора, спектрн, жорданова форма, 
данном пункте рассматривается случай алгебраически замкнутого поля 
если не оговорено противное/. | 
З.Г. Пусть А - оператор в \М , РР - многочлен. Тогда можно опреде- 
лить Р(А) : если Р4) = а. 4“ ---+ ме ‚ то Р(А)=а. А“... +1 Аза 
Лемма, ИЕ Р-—>Р(А) есть гомоморфизм кольца \&\ многочленов 
В КОЛЬЦО | (\/) линейных операторов в М , 
Следствие!, Если Р ‚ @ - многочлены, то операторы ®(А) и (А) ком- 
мутируют. 
Слелствиео, Если Р(&\ = (%-7Аа). -- (4-2), то Р(А)= (А-7: А). -- (А-Х« 4) 


- Спектром_ оператора А называется множество всех его собственных зна- 
чений, Т.е. всех корней характеристического полинома. Это - конечное 


подмножество . /Спектор А будет обозначаться через А ра К 
Теорема, Если — полином, то 55 РА РВЮА) Роу жоАХК=РО 
‚ Токазательство, Из следствия 2 вытекает Е для любого многочлена @. 
"<. А) необратим тттк ФВ (корни. ') + ре ©) =Р($)-7, 
оследнее разносильно 


( 
ВИДИМ, ЧТО МЕ Р(А) <=> 5еА П кьвми(Р(4-^), 
РА © р | 
Следствие, Если Р - характеристический полином оператора А , то 
РАВ, На самом деле верен даже более сильный факт, 


с `’Теорема Гамильтона - Кэли, 

сли Р - характеристический полином А ,‚, то Р(А)-О. = 
Доназательство, Если @..`®„ _- базис М, в котором матрица А 
треугольна и на диагонали матрицы А стоят числа Х4,.-- Ми „то ха- 


рактеристический полином есть м -^л и, таким образом, 
надо доказать, что (А-74:4).---- (А-Л„:4А)=0.В самом деле, 


А | (А- МСУ) < хе, > 
м | мы Пев-ае  анаВ 


` 
` 
ь 
< 


2. /` (А-м каз =О 


На самом 'деле теорема Гамильтона-Кэли верна для всех полей/а не только 
для алгебраически замкнутых/. В самом деле, коэффициентн характеристи- 
ческого полинома язляются многочленами от и матричных элементов и 
‚ равенство Р(А\=О при подробной записи превращается в д токдеств, 
каждое из которых утверядает, что некоторый конкретный многочлен с 
‘целыми коэффициентами /не зависящими от выбора поля К /равен 0.Вели 
они выполнены хоть в каком-то бесконечном поле, например в С ‚, то 
они выполнены тождественно. 














зищьы з Е 
м + пав 






Рассмотрим 
таких Г, 919 
А / то идеал 


3.3. пусть А: М-2М - лине! 
ядро описанного в 3.т. гомом. 
Ф?(А)= О /множество МН | 

3 кольне К)”. 970 Е 8 ‹нх идеалов, п0970- 
му этот идеал порожден н нм ипогочленом Фо - минимальным анули- 
рующим многочленом операторе А . Ст: имеет минимальную степень Сре- 
Ди всех анулирующих, очевихно, степень минимального многочлена равна 
_уинимальному. такому \ › ЧТО ^, нее А линейно зависимы, Т.е. 
размерности образа отображения ® — {А).Очевидно, что она не пре- 
восходит м, ИЗ теоремн Тамильтона-Кэли следует что она не больше \ 
Лемма. ;арактеристический многочлен делится на минимальный. 
Гоказательство. В силу теоремы Тамильтона-Кэли характеристический 

олином является анулирующим, следовательно, делится на минимальный. 
-/локазательство, не использующее теоремы Тамильтона-Кэли. ПУСТЬ 

"А. -:.. Лю 7 КОРНИ минимального полинома, мз,.-.. Ак, ИХ кратности, 
т.е. Р. (== (&- №)“ +... (4-7^„У/“Ло определению о =5(А\> (А-РААЕ(А-Хе 1% 
Все числа +... А«вхОдяТ В спектр: если бы (А- :.А) был бы обратим, 
то переставив его влезо/в силу коммутативности/ МЫ получили бы, что 
мнохитель (%-№0) не нужен и, слеловательно, многочлен не минимален. / 
Теорема, Множество корней минимального многочлена оператора А раз- 
НО | | 


А. 
Локазательство, Из леммы следует, что множество корней минимального 
многочлена вложено В 32 А . Обратно, если входит в спектр и зе - 
соответствующий собственный вектор, то О=Рь (А) <= Ро(7\}. 2, ро (АО 
Итак, минимальный многочлен разлагается на те же мнокители, что и 
характеристический, но, возмохно, в меньших степенях. т 
Пример. Рели А = „ТО характеристический многочлен разен ($ -)) у 
а минимальный равен (% -4) . | 
Лемма, Пусть А\ с, > -— квадратные матрицы, причём порядок А = 
о = мм › порядок © =порядку 2 = м. Тогда 
‘ `(АФЪ) (© 572) = АСФФТР. неко 2 | 
Доказательство, Проотояноне, 4 раскладывается в прямую сумму 


<, > 2 о зщ, атм /, Соответствующие преобразоза- 
ния действуют следующим образом: (сФ ох =С,© +>)Мг = > ит.л. 
(АфеУ(С®О) м, = АС, (Аэ6)(сэ2) |. = в. `` ° Поэтому ‘это пре- 


образование совпадает С АСФе-. 3: 

следствие, Если 56 К , Ао: $(^)е $(>). — 

Предложение. минимальный ( АФ =НО минимальный (А\ минимальный (8)/ 
“то следует из того, что для любого ЕКА 5(АФЗ=0<? $ (А\-0л5 60 
и определения Е й | 
3.4. Нильпотентные операторы. к 

Оператор А нильшочентен, если ЗК А’`=0. 

Пример. Треугольная матрица мхи. с нулями на главной диагонали ниль 
потентна: её К -ая степень К рядов нулей над диагональю и поэтому. 
степени, начиная с \ -0и, равны 0. . 

Лемма, Если А - нильшотентный оператор в. \ -мерном пространстве У 
т0 уже. А“=С. 

Доказательство. Рассмотрим послеловательность подпространств У 


М, им В, м АТ, ---- ^^ АК... < Это убывающая последовательность, ъ 
которой каждое пр-во есть образ предыдущего. ели два из пих равны, ^ 
то следующие два, тоже, поэтому последовательность стабилизируется. 


Поэтому для нильпотентного оператора размерности убывают, пока не 
станут равными вулю. Это не может быть лальше \ шагов. | 

В отличие от предшествующего теперь мы будем считать поле алгебра- 
_ически замкнутым. 


в ‹ 





И и: 
* Он ненулевой: это вытекает из теоремы Тамильтона-Кэли, а, ещё про- 
ще, из того, что степени А.А,.. „А“ лехат в у2-мерном пространстве 
операторов и поэтому линеино зависимы. 








ея 


я в = ы% ее Ал 1$ 





ру. 9% 
Теорема. Следующие свойства оператора А ви. -мерном пространстве 
эквивалентны: 
Т/. А нильпотентен 
2/. А^=0 . 
ВИ 5 А= {0% ть ^. 
4/. Характеристический многочлен равен ый 
5/. Минимальный многочлен есть некоторая степень %. - 
6/. А имеет в некотором базисе треугольную матрицу с нулями на диа- 


гонали. 
7/. В любом базисе, в котором А имеет треугольную матрицу, эта матру 
па имеет нули на диагонали. 
Токазательство, (4\<=> (2) ухе доказано. т 
в) >> А-О=> $ А“=О =>(ФрРА)“ =О => ЪРА = О. 
: (\>> (>) Спектр есть мнохество корней характеристического полинома. 
(ц) =? (5) минимальный многочлен делит характеристическии. 
(5\ =? (\) По определению минимальвого многочлена. 
(4у=> СИ Рели на диагонали треугольной матрицы стоят не нули,. то в 
(2) => А же месте у любой степени не нуль. - 
(6) =? (А)”В силу теоремы о треугольном виде 
‚ \См. пример выше. 
Это даёт новое доказательство (4) =? (2) : (4) =2(2) очевидно. Однако оно 
_ использует алгебраическую замкнутость | 


< 


Замечание, Условие алгебраической замкнутости поля существенно, Дей- 


ствительно, если мы рассмотрим > и матрицу о-^л о 
то все её собственные значения равны 0, но она \ {© О 
не является нильпотентной. оо 


Теорема. Любой оператор есть сумма нильпотентного и диагонализируе- 
мого. 
Токазательство.Выберем базис _, В котором матрица оператора А 
имеет. треугольный А а у и положим (7. © 
` > т . ее ©) а Аа % ©. : 

тогда А-” нильшотентна, что доказывает теорему. 2“. 
3.5. Корданова форма нильпотентного оператора. 
Нильпотентной коодановой клеткой размера назнвается матрица. 
‚ [о.4. © | Она залаёт нильнотентяни оператор в К -мерном простран- 

ое! 






стве. То, что А , ихсет такую матрицу В базе е,---@к 
Е е«= е-. 
Теорема. ели А - нильпотентнки оператор” в пространстве \ , то9 су- 
цествует такое разложение М=\М®.... © ‚на инвариантные для 
А подпростанства У, -.: что сужение А на \/; имеет в не- 


котором базисе матрицу - нильпотентную жорданову клетку. 
Переформулировка. ь И 
Ч _нилрпотентный оператор в, пространстве! ``. 

у `. 


|: 
т0 существует такой базис в \/ , что мат- 
рина А в нём имеет вид 


© 


ще одна: для всякой нильпотентной матрицы А 
Существует такая обратимая © , 9т0 6Ае;* 


[г 


имеет описанный вид. 


означает, что Дел =О, Де» =е4, .. 





| 
| 
} 
| 
| 


'оказательство, Начнём с одного понятия, Пусть Х - подпространство\ 
Вектора мм  Независимы Нат_ Х „если их образ при проекции 


у. \/3”  Олинейно независим в У7х . Максимальная независимая 
сислема нал Х ‘тРазнвается базисом У Над Х_,\ь,`. 9“ образуют 
базис \ над Х - тогда и только тогда, когда 9% образы образуют 
базис в У /хили, что равносильно, когда += Х®5\4?Ф. 5447. 

‚Если Х с очи базис Х над ХХ, м... ид - базис Хх, 
те Ч 99. = базис Х . сли ХсУеЕ и 

- базис У о Е. 2508380 = НА У оз ее - аи 














мя 


. р ы . 
9 4:09 ты РЕ | ы а, . В 1: . ы 
о о Е УЕ и в ИИВы О а 


‘ 


- базис 7 нах Х. + | 

Теперь докажем теорему. Пусть А —=оО з ВВоснотрУм послелователь- 

ность подпространств к ` > 

У= № А “к> Жал. А+* — Ме“ *_„... — Каз А — еле А = 10% 
ау МА о М2 НА а 

заметим» что пространства убывают и каждое является прообразом слелу- 

ющего при А . МЫ будем строить базис \М над Му , затем базис Н.А 

над Ва и в конце концов построим базис Ма над Не ›„ Объединяя их 

все, получаем базис М. 


М бе у АСУ) „м ^ № д- баз в М 18А.Х, 


то Ах. ... Ами независимы над й | 
оказаяёльство леммы, Если ААА. + ^^ Ах. х450,то Ао +.- «Ао, 

--ч Е „Поэтому Ак 4 Л. ЩеХ › ЧТО противоречит незави-._ 
симости ^№,,...3и Над 


` ПУСТЬ @ь,... @м - базис | над М4-.. Тогда Ае,...Аеклекат В Н--— 


и независимы над Н+-г . Дополним. их до базиса Ас ,.-- Лек 44-3 ТС ВН, 4 | 
над Нд... Применяя к ним А ‚ получаем систему Ае1, --. А`ек, 
... Абе векторов Ну-2 › независимую над Нх-х ‚ Которую дополняем 


_ А+: 
до базиса векторами З,, - -- Ям. М = НМ, — Ч — И... 


И так далее. Соединяя полученные ®, 


г 
базисы, получим базис \М . Он Ас _ Де, 


будет искомым. Век. орам е,,Ае4... ек- Дак < 
^’’ ДУ\ех соответствует клетка ` Г А 
размера = —, векторам @* Аез,-- | \ 
--. А е. = другая, и всего кле- $ _ АЗС 
ток ри +. будет К , размера и. 
+- -`С,4-2 - мит.д. | 


э и^щ 
Теперь можно-к зять, что является степенью минимального  оточлена 
Теорема. Степень минимального многочлена равна размеру наибольшей _ 
Еильпотентной жордановой клетки. и 
„Доказательство, Так как мы знаем, что минимальннй многочлен есть сте- 
‘пень ТО 910 очевидно. 

В частности, размер наибольшей хордановой клетки не зависит от выбора 
базиса, в котором матрица имеет рассмотренный вид. Имеет место и сле- 
дующая более общая теорема. 
Теорема, Если в двух базисах матрица одного оператора имеет рассмо- 
тренный вид, то число клеток данного размера в обоих случаях одинако- 
Во 
Краткое 





оказательство, Размерность ео Мон) - бы) 
= Не р ом Нери ФанНа-р4 РАВНА ЧИСЛУ клеток размера {-Р . 
рассухдения этото Шункта Не требуют алгебраической замкнутости поля, 


<> 





. однако в случае алгебраической замкнутости они позволяют дать анало- 


‘тичное описание структуры всех операторозв/см. 3.6. 


.3.6. Торданова нормальная вора, А 
Хордановой клеткои размера с собственным значением А называется 


Она равна А + нильпотентная корданова клетка, 
То, что А имеет в базисе ©,---ек ‚такую матрипу 
означает, что Де1 = Лел, Де. = Леа + 4... Аеж= Лем е«-_ 
Характеристический полином такого оператора равен 
> 4-9)’. Минимальный полином тоже равен 
характеристическому/ зная, что он - делитель характеристического, это 
легко узидеть/. Вообще, если Р(=) -‘характеристический или минималь- 
ный полином А ‚70 4 РС&-^) - соответствующий полином для А+^:1. 
Теорема, Пусть А - а в пространстве \М_. Тогда с цествует 
такое разложение \4®.-® е = М 

на инвариантные для А подпространства, 
что сучение А на каждое из них имеет 
базис, в котором матрица - корданова клет- 
ка/для каждого р своё /. 
Перефортмулировка. Да всякого оператора с 
ен, В . отором его матрица имеет 


ВИД 










/находится в "нормальной хордановой 
ы форме". 











‚ странства инвариантны. 


° максимальный размер кордановой клетки. 





м на а оо. а о нЕ 6 Нь- 


Ещё одна: для зсякой матрицы А ‚существует обратимая матрица В 
санный вид. 
дъетво. зудем доказнвать теорему яндукцией по размерности 

. необратим. гсляи А нильпотентен, то это уже доказано, с 
другой стороны если М можно. разложить в сумму инвариантних подпро- 
странств М ® \»> /причём оба ненулевне/, то утверждение вытекает из 
предположения индукции. Докажем, что один из этих случаев имеет место 
Лемма. Рели \/ —м\^/ — - Линейный оператор и см 1 *=сы Г, т0 
М = ам Г Ф Каз Г. | 
Доказательство. По условию мл Т - инвариантное подпространство 
сужение © на «т обратимо, поэтому Ка. Г ПА мдТ=0, ЕСЛИ & е\м/ 
то в силу обратимости на см Г существует такое м < иг’, что 
`Тло = тд... Теперь = джио-\) есмщт а Ка Г. д 

Рассмотрим подпространства мА? > м А’ >... 2 МА `>2:'.. 
Рсли оператор нильпотентен, то всё хорошо. Если же нет, то начиная 
с некоторого \. все пространства совпадают и ненулевые, В частности, 
и^ А“ = сил (А“) и, по лемме, М= К А“® им АХ. Оба подпро- 


фгь, Я. 





} 


2/. А обратим. Заметим, что если утверждение теоремы верно для А 
то оно верно и для Ах”^.» При любом ^ . Поэтому достаточно най- 
ти такое 'Х , чтобы А-”-А был бы необратим, и дело сведётся к 
первому случаю. : | 

Числа, стоящие на диагонали, как всегда, суть собственные значения 


‘Теорема, Минимальный многочлен матрицы в хордановой нормальной форме 


равен нц (-о“ ‚ где ‘ХМ. пробегает ЗРА,‚ а К; = 


Е: 


Краткое доказательство, Так как минимальный многочлен делит характе- 
ристический, он должен содержать именно такие множители. Таких сте- 


. пеней достаточно, а меньшие не годятся. Заметим, что при рассмотре- 


нии подпространства с данным “№: множители (&->\)“ при +”: важны, 
Т.К. им соответствуют обратимне операторн/. 


'Из этой теоремы ясно, чем минимальный мноточлен отличается от харак- 


«> 


теристического: первый содержит (%->) в степени, равной размеру наи- 
большей клетки с Х ‚а второй - в степени, равной сумме размеров 
всех клеток с этим х. | 

Также имеет место теорема о единственности, 


_ Теорема. Количество клеток данного размера ® с данным ^ не зависит 


от способа внбора жорданова базиса для оператора А . 

Краткое локазательство, Оно равно числу нильпотентных клеток размера 
—- имеющихся в разложении А-Х\А на ю-\ (А-Р: 4)" 3. 

Замёчание, Теорема о представлении оператора в жордановой форме озна- 

чает, что всякий. оператор представим в виде суммы нильпотентного и ди- 

агонализируемого, которые коммутируют между собой /ср. с теоремой в 

пункте 3.4. 
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ПРОГРАММА ЭКЗАМЕНА ПО ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЕ 


Евклидовы пространстве, как нормированные пространства, 
Существование ортоговального базиса. 

Ортогонпльная ироекция, ортогопальное дополнеяиа, 
ЕВКЛИДОВЫ пространства одной размерности изоморфны. 
Теорема Рисса о виде динейного '‘ФуНидиовАян /в Евклидовом' 
пространстве/. 


Ортогональная проекция и кратчайное расстояние от зектора 
до подпространства. ее. 


Группы, группа перестановок, транспозиции} 

всякая перестановка, есть произведение транспозиций. 

Гомоморфизы четности /четность перестановки/. 

Пространство полилинейных форм, его разыерность} 

антисииметрические формы. | 

Антисиммезрические р-Формы на. АР 

Определитель и его свойства. 

Для линейного отображения а:иИ—>и 

следующие свойства эквивалентны: _@ - изоморфизы, 
а - влб>,-дие О - наложение, ив, С. обратим 

слева, (] - обратим справа, а“ : И” и” обратим. 


‚Собственные векторы, собственные значения} 


дивгонадлизируемость оператора с различными собственными 
значениями. 
Приведение оператора к треугольному виду. 


‚Коммутирующие операторы / приведение к треугольному виду 


и для диагонализируемых операторов к диагональному виду/. 
Инвариантные подпространства хиагонального оператора. 


Корданола Козина килъпотентного оператора 





След. 


мининальный многочлен, 


алии чи лице по ионы 
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$ Г. Евклидовы пространства. 
Мы будем рассматривать окалярнне произведения в комплексных 
оторне в случае необходимости будут пред- 


векторных прост и ко’ 
полагаться конОчЕ ернным 
—&,; комила 
остранетв” назы: илинейным (или полулинейным), 

По ИС. 7х). (Через изу обозначается 

Примерн.Отображение из © в С ,‚, пореводящее Я в®# , 
антилинеино. Отображение из С" в ©” , переводящее <#,,... Я» 
ВХЛ, 2, 2:4 2 Ап? ‚ антилинейно. Отображение простанства кОмМП- 
ЕН функций на отрезке [-14,4] в себя, переводящее ф в_ 

СЕ) ) , антилинейно. : 

Замечание. Всякое комплексное пространство \ можно рассматри- 
вать как вещественное (обозначаемое Ур ). Антилинейные отображения... 
комплексных пространств являются В -пинейными отображениями соответ- 
ствующих вещественных пространств. 

Наряду с билинейными формами на комплексных пространствах МЫ 
будем рассматривать пслуторалинейные формы. *. | 

Определение. Пусть У - комплексное ‘пространство. Функция В: 
УхИ —Ъ & называется полуторалинейной, если она линейна по первому 
аргументу (при фиксированном втором) И антилинейна по. О му. 

Пример. Функция (#4...) Я»), И М, ) та, +... +4, РУХ 
‚ является полуторалиненной формой на СА 

Замечание.Если В - полуторалинейная форма на \ , 10 =, ч-> 
-> Ке В (2,5) - билинейная форма на Ув . 
а “Определение. Полуторалинейная форма х, 
‚ сном. Ее У назнвается скаляоным 

<х, > = <. м х» симотричность 

- б «х,х> >20” ри Хво полохительность). 
` Комплексное пространство со скалярным произведением называется евкли- 
ДОВЫМ КОМИЛЬкОнЫМ твом 

амечания. 1. „совать билинейности от скалярного произведения, 
`° нельзя, так как в этом случае Фуж.ьж)= - <, х> ‚ ЧТО противор ечат(б). 

. На самом деле в комплексном случае из (0) следует (а): если 

полуторалиней лная форма В ро: ч) обладает свойством (6), то сои 





КСНЫХ Век 
`й о 
ый 








-—>3^у> на комплек- 
оизвелением, если 













(2, ч) = В (5х, у) - В, также полуторалинейна, %(>х, 2) =о0 ‚,25)= 
== 525 { ай И 0= ЯЭ(ж+ч, 26+) = (5х, и У) 


+2(у,х) = #(2,4)- №(4,55) 
поэтому Тю 2, У) = о. ‘Заменя в последнем равенстве 5 на &х , 
ме. что и Ке №445, ч) = о. 

Примерн скалярных 1 т ений. Т. ОРВУДааное СаляНОв произве- 
дение наФ® таково: < $ т Чи РО НЕ + Ук 

В а емо | (а, $1, непрьрывних не `функций- --. 
на. ‚ Со, е1 и. р Не произведение, положив 
= =) 

8, Просибайетво“ трио а © не полно. Желая пополнить его, мы при- 
ходим к пространству (Са, 6 т) измеримых комплексных функций на 
Са, 1 с интегриру А м квадратом (скалярное произведение опре- 
деляется той хе формулой). Этот пример можно обобщить, заменив Са, 63 
на произвольное пространство Х с мерой м у см. "Интеграл". 







При конечном Х с мерой /ч“(А) = число элементов А — получаем 
пространство из нримера Т. 

4. Если м - ОНО евклидово пространство, то на его 
комплексификации Мг = {х+ё+| хч< и} можно ввести скалярное 


оизведение, положив < х+еу, т = <х, мч +5 у,» - <, 9-е + <, УИ 
олучающееся комплексное евёлидово“пространство называется комилекси- 


фикацией М. 
На всяком комплексном евклидовом поостранстве можно стандартным 


образом ввести норму, положив И {= хх, х> . (То же самое получится, 
если рассмотреть вещественное а Ур со скалярным произве- 
А ке лы назывались “3 ‚ии това " »то де биолие 
к. их. Е = назы А НЯ 
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Линейная алгебре 
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дением &<*, Уж Ка <=> и соответствующей нормой.) Эта норма не 
только обладеет” обычными свойствами нормы в вещественном простран- 
стве Мю , но и удовлетворяет условию ЙАэжИ =[А!/. |=] 

Как и в вещественном случае, в комплексных евклидовых прост 
ранствах имеет место : равенство Коши-Буняковского: (<=, 4>1 < 1=\|- Ни, 
раве 
е 


- 
ыы 


4 


>) 
окажем это. записав неравенство Коши - Буняковского в ‘Зещест венном 
пространстве г ‚ имеем, что о. < П=!. Нч,  Подбирая 
ес, |9! =1, можно добиться того, чтобы <0х,ч>= @<х, 4> 
было вещественным; тогда |<3<, $21 = |<9*,\>|= [2 < 6,47 < ИИ. ИЗ. 


В <” это неравенство выглядит так: 
|2, УМ +... + 2. И, | < М1, [2+ Е". УЕ. 
Как и в вещественном случае, векторы № и 9 а орто- 
тональными, если «х,уз=О , или, что то же, «у, х?Р=б . Например, 
В`прост раистве С ([0,273, ©) (см. пример 2) векторы & к ты её 
ортогональны. (Вещественный аналог: векторн ФН сои? , узи 
ортогональны в С([0,2*3,№) .) ера 
_ Если А - подмноя жество комплексного евклидова пространства, 

то через А- обозначают подпространство, состоящее из тех век- 
торов, которые ортогональны всем векторам из А. 

Доказательства следующих утверждений аналогичны доказательст- 
вам их зещественных вариантов. 
Теорема Пифагора. Вели х и у офртогональны, то Сечи? анне 
ворема о дазисе. Всякое конечномерное евклидово комплексное 
пространство имеет ортогональный базис. 








еорема об орторональном пополнении. вели \ - подпростран- 
‚ ство конечномерного комплексного пространства М, то \= \/е \/-—. в 


`Теорема Рисса.Всякий линейный функционал ф на конечномерном 
: оО евклидовом пространстве имеет вид Фф(х)= <Х,а>?. 
_ определяется однозначно. @ 

амечания. т. В формулировке теоремы Рисса нельзя поставить 
- на первое мес-_ ‚ так как 26 -® <а, > - не линейный, а антили- 
‘нейный функционал. 

2. Взаимно-однозначное соответствие между У и \ ›‚, уста- 
навливаемое. теоре...... гисса, не линейно, а антилинейно. (В вещест- 
венном случае оно линейно. ) 

В дальнейлем мы будем рассматривать, если не оговорено против- 
ное, одновременно комплексный и вещественный НЕ 


$2. Изометрии. 


Пусть На, Н2> - евклидовы пространства. Обратимый линейный 
оператор У:Н.-— Н› называется изометрией, если выполнено одно из 
равносильных свойств: 
ты НО >ИН. = 121 на 
б < Их, Уч>н = а | 
. Очевидно, ($) > н „следует из (а), так как 
22 (%ч)= Их + УИ? — уе 4 т (2,4) = — "Ее (1, У). 
В случае конечномерных пространств одидаковой размерности обратимость 
ХУ = следует из а); в бесконечномерном случае это не так, даже 
если Н.= Но 
Как и в "зощественном случае, любые лва конечномерные евклидовны 
пространства одинаковой размерности изометричны, 
| зометрии, действующие в одном ЕН (Н. = На =Н) 
называются унитарными операторами в НН В вещественном случае 
такие оператбрн называют также ортогональнныи. 
Примерн. Т. Оператор умножёния на А е< унитарен тогда и 
только тогда, когда Ар ={. 
‚ 2. Оператор отражения относительно некоторого подпространства 
у Г на \/ - токдественный, на \/- равен -Е) унитарен. 
о случай.) Оператор поворота 2 на угол 9 


С г. | -атф _ унйтарен. 
м Е 
4. Оператор А: <©*"- <” , матрица которого в стандартном базисе 


диагональна, и о И ТОЛЬКО. тогда, когда все его собствен- 











ЕР 


Линейная : 
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ные значения по модулю оавнь 
‚ 9. В пространстве {[. ример 3 скалярного произведения 

в 5 Г) оператор умножения измеримую функцию унитарен тогда и 
только тогда, когда эта функция почти всопу равна ТГ по модулю. 

6. Оператор сдвига в Ё,(®, 7%) , гереводядий # вх Их+ +), 
унитарен. 

7. Более общо, если Ф - взаимнооднозначное отображение мно- 


б ах 
жества Х в себя, сохраняющее меру на Х (лм(А) м м(Ё(АЛ), то = 
оператор, переводящиий Р В Хх? 2(+(22)) , унитарен в [2 (Хх, м). 
Рассмотрим теперь, какяе матрицы соответствуют унитарным опера- 
торам. Пусть 2: - произвольный базис в евклицовом пространстве 
Лемма. Оператор (7 унитарен <? (Че, (е;)=‹е;,е;> для всех &}. 
самом деле, Ух, Ч х> и <>х,у> - две полуторалинейные формы, 
и их совпадение равносильно равенству их значений на базисных век- 
торах. а 
Из доказанной леммы вытекает, что оператор является унитарным 
тогда и только тогда, когда он переводит некоторый ортонормированный 
состоящий из ортогональных векторов единичной длины)”базис в орто- 
нормированный; в этом случае он переводит любой ортонормированный 
базис в ортонормированный. 
Предложение. Пусть е: - ортонормированный базис. Следующие 
свойства матрицы А  равносильны: 
1. Оператор с матрицей А в базисе ес: унитарен. И Вии 
. Столбцы матрицы образуют ортонормированный базис в ©” (®). 


2 

‚. ки матрицы образуют ортонормированный базис в С" (в“). 
ы А [ Е. ет 

5» А* = А“ 4. 

6. А % = Е 


| д%=Е. 
Через А* обозначается матрица, получающаяся из А сопряжением 
(в комплексном случае) и транепонированием. 

Показательство. (Т) равносильно (2) в силу леммы и равенства 


(Иа, в) = (> ибек, Хчрее ) = Я ци @к, ев) = 5 ик. 

(2)<(4), (3)=(5), (4)=(5)(6) очезипны. 
‚  Веществечные матрицы с ортогональными столбцами размера 2х2. 

имеют вид | с93$ф т ИЛИ слфФ —иф | 

. , Миф се $ | -Чиф -сох | 

во втором случае вектор (65 4/2,-ям >), образующий угол - 2 с 

осью абсцисс, неподвижен, а перпендикулярный ему вектор умножается 

на; - Г. Таким образом, имеет место следующее 

` Описание изометрий в №2: всякая изометрия есть либо поворот, 

либо отражение относительно прямой. д 

Исследуем теперь вопрос о том, какие объекты могут быть переведене 
друг в друга изометфиями. 

Теорема о продолжении изометрий. Пусть Е и ЕЁ - евклидовы 
пространства одной конечной размерности, Е’сЕ и Р'<Е - подпро- 
странства. Тогда всякая изометрия из Е’ на Е” продолжается до 
изометрии Е на Е. | 

°  Следствия. Т. Пространства одинаковой размерности изометричны. 
(Этот уже отмечавшийся факт получается при ^Е’-о, Е/=О ь 

_ ^. Любое подпространство евклидова пространства можно перевести 
в любое другое подпространство той же размерности с помощью изометрии.в 

оказательство теоремы. Заметим, что изометрия, переводящая 

Е’ В Е’ , ДОЛиНа переводить Е’* в Е/^+ ; Возьмем любую изометрию 
Е’^ на Е” (существующую в силу равенства размерностей) и ‚, объеди- 
нив ое с изометрией Е’ на Е’ , получим искомую изометрию 
Е-Е’ФЕ’1 на Е=Е’Фр’”+. м 

Теорема Грама. Пусть Е, Е - пространства одной (конечной) 

размерности, Изометрия Е на Е , переводящая набор векторов 
ж.. 2, <Е в набор 44,..., #4 ЕЕ , существует тогда и только 
ие. а а. р этих наборов равны: для всех 2 и} 
ее = РЕ у 

СлеЯСтВия. т) ели ее Е, феЕР , Це|.-= 141 и фм Е = Е, то 

существует изометрия Е на (| , переводящая е в { ' 











лхзется до изометрии 









силу теоре до оно продо 

Чтобы пет к случаю, нужна следующая и 

Лемма. у Е — евклидовы пространства однои размерности, 
ЕЕ Й Е’<Е - подпространства, #: Е’ Е’ - изометрия, ее ЕЁ 


и ЕЁ . В этом случае отображение Фф моет быть проколдено до 

изометрий ЕЁ в ЕЁ , переводящей е в &# ›, тогда и только тогда, 

когда для всех жеЕ”’ выполнено <«е, >= <$,4(%7 и ИШе|=И5й 
Доказательство леммы. Необходимость ("только тогда") очевидна. 

Докажем достаточность. Пусть Ней =И$Н и <е, 7 = <$, $Ф(х)> ДЛЯ 

Рсех хеЕ^. Обозначим через ©’ и $’ ортогональные проекции е их 

на Е’ и Е’ соответственно. Тогда 4" = 4(®/) , ибо $'-$(е) ортогональ- | 


но всем векторам Е’ (в самом деле, <#', ФСк)> — <<’), еж) > =0 ). 
В частности, (е/и=и’| и, по теореме Пифагора, ортогональние компонент 
ег =е-е’, 51 =$-#" также имеют равные длины. Поэтому существует 


изометрия Е на Е* , переводящая < в $". Объединяя ее с ® , 
получим изометрию Е на Е , переводящую ав я ев, 
а значит, е в + . Лемма доказана. 

Окончание доказательства теоремы. Будем рассуждать по индукции. 
Пусть наборы 4, 6,,... и, биза И 74,.3:, 7,5и+4 Имеют равные матрицы 
Грама. Обозначим через Е’ линейную оболочку е....@,. , Через Е’ - 
оболочку +›....$и ‹ По предположению индукции существует изометрия 

ф: Е’ [! й лаже Е вЕ), переводящая @©,,..., ®и В $, ›-.. Як 
Мы хотим продолжить ее до изометрии Е на Е, переводящей ®и+л В 
д+4 . Так как «44, )=С бин? ТО, Согласно лемме, достаточно 
проверить равенство «еи+4,ХУ=<4иза, Ф(2)7 По условию, оно выполнено, 
если х - олно из е: ; пля остальных % это следует из линейности 
. обеих частей равенства. Теорема доказана. 


“ 


-`6 3. : Спектральная теория. 


Все рассматриваемые в этом параграфе пространства конечномерни. 
` Напомним, что сопояженным к пространству Е называется’ прост- 
_ранство Е’ всех линейных функционалов на Е . Если 4е:} - базис в 
Е —, то формы © , сопоставляющие кахдому хеё его. « -УЮ Коор- 
динату в базисе {е;}, образуют базис в Е” ‘(пвойственный базис). Если 
А :Е-»Е. - линейный оператор, то определен сопряденнии к А оператор 
А’: ЕЕ’. переводящий Ф в хн* Ф(А>) . Матрица А’ в 
двойственных базисах получается из матрицы А  транспонированием. 
Пусть теперь \ - евклидово пространство. Тогда, согласно тео- 
реме Рисса, существует антилинейное соответствие Ф: М —\’, 
_ сопоставляющее вектору ‚д Функционал 21 <х,а). Если А: У\—\У 
— линейный оператор, : М’ у’ - сопряженный к нему, то с помощью 
этого соответствия А’ может быть перенесен в \У з 








Ф ТА’ 14-4 результат этого перенесения называет- 
(> —М — М ся (евклипово) сопряженным*к 
= оператором и обозначается ^* .. 


Заметим, что к* линеен: хотя Фф и антилинейно, его антилинейность 
компенсируется антилинейностью Ф-*. Определение А* можно сформу- 
лировать иначе, потребовав коммутативности диаграммы | 


АХ или, что то же самое, выполнения равенства 
У —\У * - 
т (У, А х) = (Ань >=) % 
|? Я \Ф Это равенство можно принять за определение А”, 
г однако тогла нужно доказывать его существование 
\М-—>\' === п и единственность. 


Исли 2; - ортонормированный базис, то из 
равенства {№е., 6; =(е;, №№е;) = А"; ©, % вытекает, что матраца 
А* в этом баЗисе получается из матрицы А транспонированием и 


в р} д р, д В 
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сопряхением. а р 
Из равенства (х,(А8)^47= <АВХ, чу = <ВХ, АУ =<кВ М у следует, 
ЧТО (АВ]*=8*%А*; из равенства <х, ^**$> = «Ах, чу = ск, Ау> следует, 
‚Что А" =А ; из равен х, (ДАМУ > =(ААх ‚чу Л«АЮУ) = <Х, ЛАЯ» 
следует, что (Ам *-ЛАХ Заметиь кхе, Что НА|= ЦА, так Как : 
(А 1х1$1 Нк ЦН 9 ее ы 


® й ы > 
Кроме того, Чл А*| =[412, ТАк Как цАА*И $ ПАН ПАТИЗНАИ, и, с другой 
стороны, НАА* || = 2%р АА, 9 дер [<АЖХ, МУ > бер < Ах, Ах = | А* |]? 
ИхИ, НУ $1 ИХхИ, (УИ < 1 Нк 
Следующее предложение дает эквивалентное определение унитарного 


оператора. 
Предложение Т. Оператор (/ унитарен тогда и только тогда, 
когда он обратим и Ч*=и-“*. + т. 
Доказательство. Заметим, что <Их, ИУ? =<х, "И и? и что правая 
часть тождественно равна <х,ч» тогда и только тогда, когда (/*/=1.@ | 
Определение. Оператор я; называется: ем 
а) эрмитовым Св вещественном случае также и симметричным), если У%\ 
6) ‘Энтиэрмитовым или косоэрмитовны (в вещественном случае также 
энтисимметричным или побсобиллетоичным), если (*=-И ; 
"Матрица эриитова (антиэрмитова) оператора в ортонормированном 
базисе удовлетворяет. условию А*=А (соответственно А*=-дА); через 
А* ‚ напомним, обозначается сопряженная и транспонированная 
матрица А . | 
Примеры и замечсния.Т. Оператор с матрицей (© 1) в стандартном 
базисе 12* антисимметричен. | 71 © 









2. Оператор в &“ с матрицей [^, о эрмитов, если все 
_. А. вещественны, и антиэрмитов, № 
если все А: чисто мнимые. о ^^, Мо ый 
3. В пространстве тригонометрических многочленов 2 аке 


со и произг” энием 172 Р& оператор «/® кобоэрмитов. 
4. Оператор А с-эрмитов тогда и только тогда, когда оператор 
А  антиэрмитов. (В вещественном случае связи между симметричными 

и антисимметричнымг ^пэераторами нет.) 
Каждому оператору А в евклидовом пространстве соответствует 
полуторалинейная форма Вл (х,у) = «Ах»; отображение Акн>бА есть 
изоморфизм пространства линейных операторов и пространства полутора- 
линейных форм (если вВА=О , то Ух(Ах=0] и А=О , далее по тео- 
реме Рисса или в силу соображений размерности). Эрмитовым операторам 
соответствуют полуторалинейные формы со свойством В (ху) = 8х) , 
антиэрмитовым - со свойством 8(%49)= —В/ух) . Подставляя цех , 
мы видим, что если А - эрмитов (косоэрмитов), то<А, 2) всегда 
вещественное (чисто мнимое). В частности, если А - антисимметричес- 
кий оператор в вещественном пространстве, то «Ах, х)=о. Верны и 
_ обратные утверхдения. кв 
’.. Предложение 2. А. Если ‘в комплексном евклидовом пространстве 
для всех х Число «Ах,х> - вещественное (чисто мнимое), т 
оператор А эрмитов (косоэрмитов). | 

Б. Если в вещественном евклидовом пространстве для всех х. 
верно равенство <Ах,х?=0 , то а — антисимметрический. 

Доказательство. А. См. замечание ю после определения скалярного 
произведения пля случая вещественных <Ах,20; в случае чисто мнимых 
<Ах,х> перейдем к А/ё . Б. Если в вещественном пространстве 
билинейная форма В удовлетворяет условию 6(х,х}=0, то она антисиммет- 
рична (см. "Определители"). ю 

Всякий оператор единственным образом представляется в виде 
суммы А+ —, где № и 6 - эрмитовы. В самом деле, если Х=Ач+б 
ТО Х*=А—В , ПОЭТОМУ А= (х+Х*)/2 в=(К-Х®/2е. Легко видеть, что 
определенные так А и 8 эрмитовы.’ и ы 

Из свойства (^46)*-в*АХ вытекает, что операторы АА” и А”А 
эрмитовы для любого А . | 

Важную роль в дальнейшем будет играть следующее 2 » 9 
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‚ антиэрмитов или унитарный 
пространство, то У- Также 
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Тогпа ДЛЯ ЛЮбОГО ге М 
так как А*у<\У (в эрмитовом и антиэрм 
‹евилно, в унитарном нужно заметить, что из 
риантности \М пля обратимого оператора А вытекает его ин 
антность и для ^`*). 
Из этого предлох 
Спектральная комплексный случай). Пусть А - эрми- 
тов (антиэрийтов, унитарнни) оператор в комилексном евклидовом про- 
странстве \/ =. Тогда существует ортонормированный базис простран- 
ства \/ ,‚ состоящий из собственных векторов оператора А . Собст- 
венные значения А вещественны, если А эрмитов, чисто мнимы, если 
К антиэрмитов,и равны по модулю 1, если № унитарен. 
оказательство. Оператор № ‚ как и всякий оператор в комплекс- 
ном пространстве, имеет собственный вектор л^г ; натянутое на него 
пространство \“/ инвариантно. Рассуждая по индукции, можно считать, 
что в \\/№ (которое инвариантно в силу предложения 3) уже выбран 
ортонормированный базис; остается присоединить к нему вектор \/Инму| . 
Если х - собственный вектор А ‚ то в любом из трех случаев 
(эрмитовом, антиэрмитовом и унитарном) он будет собственным и для 
А+ с собственным значением А ‚-А , ИА (соответственно), отку- 
да А (х>= <Ах,х? = <х, Ах» = бедики - Мхи УСК», 
из чего и следует искомое утверждение о собственных значениях. В 
В вещественном случае ситуация несколько сложнее, так как опера- 
тор может не иметь собственного вектора; однако, в этом случае он 
имеет двумерное инвариантное подпространство. Этим мы и воспользуемся. 
Спектральная теорема (вещественный случай). Пусть А - симмет- 
рический, антисимметрический или ортогональный оператор в веществен- 
ном пространстве М ‘; Тогда существует ортонормированный базис в \ , 
в котором матрица оператора . р 5 = 
и а) лиагональная, если А симметрический; 
`. (6) блочно-диагональная и имеет вид —_* 
‚если А антисимметрический; 
(в) блочно-диагональная и имеет вид 
если ЙА ортогональный. | 
Помимо блоков на циагонали разрешаются нули 
“(в случае (0)) и +1 (в случае (в)). 
[оказательство. Рассуждая аналогично комплексному случаю, по- 
лучаем, 970 \/ есть прямая сумма попарно ортогональных одномер- 
ных и двумерных инвариантных подпространств. одномерном прост- 
ранстве аитисимметрические операторы равны О , а ортогональные 
равны +4. В двумерном пространстве антисимметрические операторы 
имеют Г. Ол ‚ а ортогональные |ф -уиф или | + -яЯи6 
ео ее  6ф -тЧ —6541. 
Операторы второго типа, имеют ортонормированный собственный базис 
(см. Описание в 62), и двумерное подпространство превращается в 
сумму двух одномерных. Этим завершается рассмотрение случаев (0) и 
(в). В случае (а) нужно показать, что любой симметрический оператор 
имеет собственный вектор. Можно считать пространство двумерным 
(иначе перейдем к инвариантному подпространству). Пусть матрица 
нашего. оператора в каком-то ортонормированном базисе есть | | 
тогца характеоистический многочлен равен (А-а)(^-е) - 62 6 с 
он меньше или равен. 0 при А=а или А=е, а его старший коэффициент 
равен Т, поэтому он имеет корень. Что и требовалось доказать. 
Замечание. Из спектральной теоремы следует, что собственные 
вектора с различными собственными значениями эрмитова, антиэрмитова 
и унитарного оператора ортогональны ( в комплексном случае это 
следует из описания собственных векторов диагонализируемого опера- 
тора, в вещественном случае рассуждения аналогичны). это ясно и без 


ЕЯ 
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егко следует 























ссылки на спектральную теорему: если Аж аж ‚№4 =м7, 
Г«Х, Ач> = <к мч) = м <> 1 р м 
= . А* > _ Я ` Г. ". С С тыр э= их Хх, 4? 
А <> = ‹Ахч) = <, я = )-<х, Аз> = 5, му? = М ? р 
р ье ла ие 
{последнее равенство в силу того, что собственные значения являются 
вещественными, чисто мнимыми или равны по модулю + соответственно). 





Поэтому при лжи имеем <х,4729. й 4 й 

Для эрмитовых операторов .зещественный случаи спектральной тео- 
ремы сводится к комплексному путем комплексификации. Пусть \У< 
- комплексификация У , А®:\У@&»у< - комплексификация А . Если 
симметричен, то А<© , как легко видеть, эрмитов И имеет собственный 
базис #‹+4к . Так как собственные значения №“ вещественны, то 

кИ Чк- собственные вектора К . Они порождают все \М ,‚ и хотя 

их вдвое больше, чем нужно, из них модно выбрать собственный базис. 
Остается сделать его ортонормированным. Собственные вектора с раз- 
личными собственными значениями и так ортогональны, а в подпростран---. 
стве, соответствующем одному собственному значению, можно выбрать 
ОО Ре базис. . 

ереформулировкой спектральной теоремы является 

Теорема о приведении нары Форм, Пусть Аи 8 - полуторалиней- 
ные формы, причем К симметрична (6099) = АЯ ), а © - скалярное 
произведение. Тогда существует базис 46:3 ‚ в котором матрица формы 
СА (то есть а;; = А@ье;) )днагональна, а матрица & - единичная. 
Е В самом деле, нацо рассмотреть В в качестве скалярного пройз- 
ведения и применить спектральную теорему к эрмитову оператору А ‚, 
для которого (Ах, я) = А <<,» в 

Так как во всяком пространстве можно ввести скалярное произве- 


‘ление (любой базис можно объявить ортонормированиым), то мы получаем 


такое 
| Следствие. Дляз`зякой полуторалинейной формы А , удовлетво- 
ряющей свойству Амф=Аую , существует базис, в котором ее матрица 
диагональна. в 

‚ Эти теорема и ^"“олствие (в отличие от следующей) равно примени- 


мн к комплексному ий вещественному случаям. 


Теорема_об_ антисимметричных биллнейных формах.Пусть А - анти- 
симметричная билинейная форма в вещественном нространстве, то есть 
АЯ=-А(. Тогда существует такой базис 2....би, Я... 4, Ву...Ик ЧТО 
А04)=0 для любых базисных векторов Х и ‚ за исключением А (®;,5:), 





‚равных Т, и Аб.е), равных - 1 при любом @. 


Доказательство. Введя скалярное произведение, мы сопоставляем 
А антисимметрический оператор; применяем к нему спектральную тео- 


рему и затем, если нужно, умнокаем векторы этого базиса на подходя- 
щие числа. м 


Эта теорема верна и для билинейных форм в комнлексных простран- 


о ны ^ 


`’ствах, но доказывается иначе. 


| Центральным нунктом доказательства спектральной теоремы для 
эрмитовых операторов было существование собственного вектора. В 
комплексном случае он есть у любого оператора, в вещественном пот- 
ребовалось дополнительное рассуждение. Вместо этого можно восполь- 


зоваться слелующей леммой. 


Темма об’ экстремуме на сфере. Пусть № - эрмитов оператор. 
Рассмотрим вещественную ФУНКЦИЮ эс? АХ, ху» на сфере \\=%. 

Пусть хх - точка максимума этой функции (она существует, так как 
сфера компактна, а функция непрерывна). Тогда х- собственный вектор 
оператора А. 

Показательство. Докажем, что А>х ортогонально любому единичному 
вектору + , ортогональному ‚ х . В самом деле, произволная функции 
к» #СхсозС +5) =Ах, 2) со5" + «Аз, ц) 51 в. созС+( Ау, хто Аз, яиЕ 
в точке ее максимума (+=0 ) равна 0, то есть <Ау,х>- (Ах, у> = 25 Ах. 4> 07 

Связь оператора А с функцией <Ах‚,х> часто полезна. Например, 
верно такое . | ы с 
одение 4. Норма эрмитова оператора А равна наибольшему 





из модулей его собственных значений и равна *“р 4 КАх, ХЕ | их = 1}. 
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= тт > т 
м базисе, коммт- 
я, что если семейство операторов 


то. верно п обратное. 







еотем мейств (комплексный случай). Пусть 
ЭрНо КОмлУТтрУЮЩЫх операторов, замкнутое отно- 


сительно сопряжения (А<5$ >А*Е$). Тогда существует ортонормиро- 
ванный базис, в котором все операторы семейства имеют диагональные 
матрицы. . 

Доказательство. Как известно, семейство коммутирующих операто- 
ров в комплексном пространстве имеет общий собственный вектор. Для 
завершения рассуждения, аналогичного доказательству спектральной 
теоремы для одного оператора, осталосъ показать, что если У ‘ 
инвариантно относительно всех операторов семейства, то и \Х)*- тоже. 
В самом деле, если же\/ ‚че\“ ‚ АЕ$ ‚то «Ах, фу = <, А* у? = © 
так как А*уе\/, 2е\/*. @ 

Эта тебрема позволяет полностью описать операторы, имеющие 
ортонормированный собственный базис. Назовем оператор нормальным, 
если АА* =А*%А. (Эрмитовы, антиэрмитовы и унитарные операторн 
нормальны.) Применяя теорему к семейству {А, д*}, получаем 

Следствие. Для всякого нормального оператора существует орто- 
НО базис, в котором он имеет диагональную матрипу. @ 

чевилно, что оператор, имеющий диагональную матрицу в орто- 


а вн чины 


нормированном базисе, нормален. Поэтому собственный ортонормиро- —— - 


ванный базис имеют нормальные операторы и ТОЛЬКО ОНИ. 


Добавление к 6 3. 0 бесконечномерном случае. еек 


В бесконечномерном случае следует рассматривать полные евкли- ^^ 


довы пространства (гильбертовы пространства) и непрерывные операторы, 
‘функционалы и так далее. В спектральной теореме нельзя утверхдать  -— 


существование собственного базиса: эрмитов оператор умножения на хх — 


в [-2(Ге, 1], &х) не имеет ни одного собственного вектора. Правильная 
формулировка такова: | 

| Бесконечномеоная спектральная теорема (комплексный случай). 
Пусть & - гильоертово пространство, А - непрерывный эрмитов 
(антиэрмитов, унитарный) оператор. Тогда существует такое простран- 
ство Х с мерой м , такая изометрия Е на 1.(х,^) и такая измери- 





мая ограниченная функция Ф на Х ‚, что диаграмма ие 
коммутативна. При этом почти всюду вещественна Е пе СХ, А) 
(эрмитов А ), чисто мнима (антиэрмитов А), А] мк 
равна по модулю Т (унитарный ^ ). в | но ф 
Пример. В [> ($4, 4) оператор поворота на = , Жо. м) 


переводящий в +н> И(&+а) ‚ унитарен. Он экви- 
валентен оператору умножения на функцию иг>э ел 
в простфанстве 2. (2, (А) = число элементов д) . Изоморфизм сопо- 
ставляет каждой Функции Р< 22 ($%4»>) последовательность аи ее 
коэффициентов Фурье: а, = <4, Е нъ+е'"* >. 





$ 4. Положительность. 


В этом разделе мы рассматриваем конечномерное комплексное евклидово 


пространство \ . Все операторы - линейные операторы в \ . 
еорема Т. Следующие свойства оператора № равносильны: 


а) Полутораляцейная форма, соответствующая ^ ‚ Положительна:А*.ю>0. 
(6% ^’- эрымтов оператор с неотрицательными собственными значениями. 
в) А= Н?, где Нл - эрмитов оператор. 

г) А-вВ* , гше В - некоторый оператор. г 


Доказательство теоремы Т.Очевидно, что (6)=>(в) (спектральная 











Ро ы \ 
теорема}, (в)=(г) и ( 
кация @=($) следует из того, чт 
ность формы<Ах,х> влечет 
воля Ах=Ах, то «Ак,ху = А<Х,Х 


чения А неотрицательны. 








р 
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„Оператор, обладающий указанными в теореме Т свой- 
ствами, назнвается положительным. Ноложительность оператора А 
записывается так: АТО. Если разность двух эрмитовых операторов 

№ и В положительна, то пишут А-В .(Заметим, что АА. 

Поелложение Т. Множество всех положительных операторов обра- „ 
зует в вещественном пространстве всех эрмитовых операторов выпуклый 
конус, содержащий окрестность единичного оператора. (Конусом называ- 
ется множество, содержащее вместе с вектором х и любой вектор А 
при Ато ; конус является вынуклым, если вместе с векторами © и 
содержит и любой вектор вида Ах-+мЯ , Ам 70. р ео ен 

’’“ Доказательство. То, что это множество - выпуклый конус, очевидно. 
Докажем, что близкие к 1 эрмитовы операторы положительны. 
_ Лемма. А < \А\. 1 ы 
Доказательство. Действительно, «Ах, х? < ИРА: \2<, ПОЭТОМУ 
(ЦА А) >, ©) > 0, 
Из леммы следует, что если 4- А} <2, то 1-А2|^-А\.1< 1, то 
есть Аб. | 


Соотношения межлу множествами положительных, эрмитовых, анти- 
эрмитовых, унитарных и всех операторов аналогичны соотношениям между 
множествами положительных, вещественных, чисто мнимых, равных по 
‚ модулю Ги всех комплексных чисел. Помимо уже упоминавшихся, эту 
аналогию подтверждают следующие утверждения: 

Теотсма о корне.всли А - полохительный оператор, то существует 
и единственен полох..эльный оператор В ,‚ для которого В. 

Доказательство. Оператор 2 можно получить, взяв базис, в кото- 

ом А диагонален и извлекая корни из стоящих на диагонали чисел, 
окажем его епинстьевность. В самом деле, если 8 — полокительный 
‘оператор, то В диагонализируем и пространство разлагается в пря- 
‚ мую сумму собственных подпространств \/», соответствующих разным 
собственным значениям оператора В . Векторы пространства ул яЯвля- 
ются собственными и для оператора А © собственным значением А”. 
Поскольку. У» в прямой сумме дают все \/ , то любой вектор, имеющий 
собственное Значение ” для № , лежит в \/ (это следует из 
описания собственных векторов диагонализируемого оператора), поэтому 
\/х опоеделены однозначно, так же как и сами 9 , которые являются 
(положительными) квадратными корнями из собственных значений опера- 
тора А . Отсюда следует единственность В .® 
о Предложение 2.Воли О<А<В ‚то ПА < ВИ. ав 









т казательство. Это следует из того, что для положительного А _ 
имеет место равенство \А\ = $зирКАх,х>| и=\= (сравни предложение 4,93); 

Теорема о полярном разложении, Зсякий обратимый оператор 

представляется в виде произведения положительного Р и унитарного 7: 
К = Ро Сложно представить его и в виде произведения унитарного 
17” и положительного Р” : А=\’Р’, но, вообще говоря, РР И И=У’. 

Доказательство. оли Аз=РУ, то А\= и*р* = 7*р . Поэтому 
`АА=Р>2. ГЫ ВИЛИм теперь, что в качестве Р нацо взять полодитель- 
ный корень из положительного оператора АА* . В силу обратимости 

А обратим и А* (^*(^`9*= 18 =4) „ ПОЭТОМУ АА * , а значит, 
и Р обратимы. Осталось проверить унитарность оператора У =Р-*А, 
В самом деле, \и\/* = 9-2 А А®(р-1)* = р-*. 9?. (р*)* =4 (10-9) (р*®)-* 
так как (р) *Р” = (Ро-4) % = 4* = 4), 

Замечание .Утверхдение теоремы верно и ДлЯ необратимых А : 
пусть Ар=Р, (и - Последовательность обратимых операторов, сходящаяся 
К ; ИЗ ограниченной (ИУн\=А) последовательности (/, выберем схо- 
дящуюся к некоторому (унитарному) 1/7 подпоследовательность. То иа = 
№ =(иуи- у, Аиут^  положителен, так как множество положительных 
операторов замкнуто (проверьте!). 
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Линейная алгебра - № 








рь множество К эрмитовых операто 

ряющих условию 9<А<1 . Ясно, что К выпукло. 
Вытекает, что оно ограничено. Легко видеть, что 
д А и мк ую , То Их 20), следовательно, 
Найцем крайние точки множества. Гы 

Напомним, что точка 2х выпуклого множества К назнвается 
коайней, если она не есть середина никакого отрезка, целиком лела- 
мего в №. В силу выпуклости К отрезок целиком лежит в тогда 

|=] 


и только тогда, когда его концы лежат в. к , поэтому определение 
можно переформулировать так: 5 - крайняя, если из 5х =(4+=)/2. и 
цузе К следует х=у=г. ^ | 
Лемма о крайних точках. Воли Хх - крайняя точка К ‚т х не 
может быть представлена в виде выпуклой комбинации х=А,Ж. +. Ах 
Е : ки 
%: >09, > №=1, №2. других точек К. 
Показателество.Пусть это не так. Рассмотрим такую комбинацию с 
наименьшиы ий . Разбивая, если нукно, одно слагаемое на два, можем-_ 
считать, Что для некоторого % имеют место равенства Ар +... А = 1/2 
И Де. =. Боли ча 2х, +... +2 АЖ, 22 а 
то У,2ЕК в силу выпуклости (выпуклое множество вместе с любым 
точками содержит их выпуклые комбинации), © =(4+2)/2, поэтому 
== ; но по крайней мере одна из точек чи = представима, 
в виде более короткой выпуклой комбинации. Противоречие. 
Крайние точки определяют выпуклое множество, так как верна 
(трудная) | | 
Теорема Коейна-Мильмана. Компактное выпуклое множество есть за- 
мыкание вынуклой оболочки своих крайних точек. 
И Для описания крайних точек К напомним, что оператор Ро 
удовлетворяющий условию В =Р ‚ называется проектором. Всли Р 
- проектор, то всё пространство \У раскладывается в прямую сум- 
‚му М= вл Р Ф ги. ‚ причём оператор Р проектирует 
‘На (»мр параллельно ел Р /т.е. переводит &®и в . 
Проектор в евклидовом пространстве называется ортогональным, если 
вм Р Гл . “Стогональность проектора Р равносильна его 
эрмитовости. Покажем, например, Что из ортогональности ст И 
РГР следует РЖ=Р . Пусть х= “2 ,й=7! +у, „где 
50 ос АР 1 №, ЕР. Тогда Вх => ‚ Ру =и2 И 
Рх, м > = «Хар = «Мо, д) = СХ, бара те, Ф. 
_Теобема о крайних точках мнокества _ Ю _. ВКрайние точки множества 
к суть ортогональные проекторы. ‚ 
Док-во. Покажем, что каждая точка « есть выпуклая комбинация 
проекторов, т.е. есть 2 ЯВ ‚ р; - проекторы, А: 20 , сле Не 
Отсюда будет следовать, что множество крайних точек содержится в 
множестве проекторов. Цуеть О<А<З+ . Рассмотрим ортонорми- 
ованный базис, в котором матрица Л  диагональна : ^^ о 
. Ясно, что Озл:<4 =. Пространство всех операто- ле ее 
‚ров, имеющих в том же базисе диагональные вещественные матрицы, 
изоморфно Ю”“ . Пересечение этого подпространства с К ото 
дествляется с единичным кубом в "—.. Ясно, что каждая точка 
куба есть выпуклая комбинация его вершин. Но вершинам отвечают 
матрицы, у которых на диагонали стоят. Ои Т, т.е. ортогональные 
проекторы. 
‘Покажем, что каждый проектор Р - крайняя точка. Пусть 
Р- Ш (А+В) ‚, ге ОХА ‚б- . Пусть 2се Ки Р . Так 
как А и в положительны и (А ния = 2<Р=,>2=8 ТО «Ах, х>=О 
и «вх, ж>=о . Отсюда следует, что Ах=бж-ые . Пействительно, 
если А= Н?2(н-н®)то © =«Н7х,х> = «Н», Нху влечёт Нх=о , 
откуда Ах= Н*х=о . Итак, А И 6 обращаются в ноль На № Р. 
Чтобы показать, что А и В тохдественны на ‘„^„Р , заменим 
проектор Р на проектор 1-—Р и заметим, что (1-Р) = 
Е 14 ((1-А) +(4-8)) . Остаётся применить к 4-^ и 1 —-в рассук- 
дения предыдущего абзаца. 7 | — .— 
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полокительного операто] 





цательны. | 
Предлохение 5. Норма положительного функционала # равна #4 . 
Док-во. Применив { к неравенству -1А!.Я< А<ПА!. Я ‚имеем, что 
12СА)| < ПАН. #04) ‚ откуда и следует требуемое. а 
Положительный функционал Аг>ТЬ А‘ определяет скалярное 


оиведение <А,в> =ТнАВ* ‚, превращающее пространство операторов 

(У) в евхлидово. По теореме Рисса каждый функционал на «(и) 
имеет вид Ан> Т«(А8) , где РБ - фиксированный оператор. 
Теорема 4 (о самопвойственности конуса полокительных операторов) 
ункционал Ан» 1:(Аб полохителен тттк оператор 6 
полохжителен. | 









Название теоремы объясняется следующим. Положительнне операторы 
образуют конусбв пространстве ХС У) . В сопряженном пространстве 
возникает лвойственный конус С’ - множество функционалов, принима- 
ющих неотрицательные значения на исходном конусе положительных опе- 
раторов. Конус С’ - это множество полохительних функционалов. Так 
как пространство «С\) евклидово, то оно отождествляется со своим 
сопряженным. При этом конус С’ можно рассматривать как конус в 
‚ (Си) . Теорема Т утверхдает, что при этом С’ совпадает с 
исходным конусом С . Говорят, что конус С двойственен сам себе 

Доказательство теоремы. А) Пусть А, @>О , тогда А= = К, 

| - ры; эвы. Тогда ‘Т%Ав = Т» НК", что равно (след , 
произведения не зависит от порядка сомножителей) 71» НККН= Та НЕНК)* 
что равно следу положительного оператора и поэтому неотрицательно. 
‚с Б) Пусть Ть(А^”»о для всех положительных А . Возьмем в 
качестве А оператор орторонального проектирования Ро: +» 
<=,=>.о на вектор < “единичной длины. Тогда РьВ (х)= (вВж,а). & 
и его след равен (Ве,а> (вычислим его в ортонормированном базисе, 
содержащем а ). Поэтому (Во.,а)»0. Положительность В доказана. и 


















| Залачи Т, 
Т. Ляно скалярное произведение в 
декие в а/. М“ ;5/.4У 
2. Найти крайние точки единичного 
4. а/. Если А? =\ ‚ то сперат 
Роли АПУ то операт 
з В.С Л А = а. з то операт 
5. Пусть -г“ - подгруниа днагона е, 3тс 
‹ ’ всякая коммутативная подгрупн ‚ совпа- 
от“. й 
[2 ее с — “ 
6/. Найлите все такие матрицы А \\(и\ , что АТ с 
6. Установите взаимнооднозначное соответствие между (*| (и ©) о еаимс. 
( ы ") орки 


у и ВЫ аи чу. 

7. Докажите, что любая невнрокденная матрица есть произведение уни- 

тарной и треугольной; однозначно ли такое разложение? | | 

ы Линейная оболочка’ “ЛСл) в 1 (&“ <“)совпадает в 4 (@^,@“) . До- 

кажите! 

9. Докажите, что оператор {> в евклидовом пространстве является ор- 

тотональным проектором тогда и только тогда, когда Ро= Р=Р” - 

То. укажите ов а смысл оператора, удовлетворяющего усло- 

Вию 3”“= 57 *=Ъ, о 

ТТ. Доказать, что (зум Ау = (№ А. (Кеж А) = СА} 
Т2.^Локажите, что групна $0 (=) проста, 

13. Всякая изометрия в >“ есть композиция нескольких отображений 

относительно гипеоплоскостей. Докажите! _.. 

14. Докажите, что если 24 ={9 7 › то «/ унитатен, 

15. Докажите, что А эрмитов оператор в {“^ тогда и только тогда, 

‚ когда (Ах,х) < № при всех хе 

та Пусть Аи В - т операторы. Проверьте, что тогда 55 
АТВ = ПА + ИЕ О 
Пе пределин а о банорв А:\/ —\/ как = (@АхЕ \/®\У С 

‘Пусть \/ - евклидово пространство, Рвелём в \\ @</ стандартное ска- 
лярное произведение и рассмотрим оператор < в \У@®\/ , 
2: (хм (Х.-ч). Докажите, что Ч м & (ГА) 

18. Локаките, что множества 9(м“) и`О(л) связнн. | 

Т9, Назовём две билинейные формы на 2 эквивалентными, если най-- - 
дется панея Де 5%0(2), что 51(%,9)=8> (Ах Ач); Перечислите классн 
эквивалентных форм. ? _ 


20. Пусть А: \/ >\/  эрмитов оператор. Докажите, что с - 
р подпространство и т. что и ми, ы 
М инвариантно относительн — Симк Й 

рено. | р о Ап Ам симметрический 
. Пусть А-эрмитов оператора Докаките, что для всякого век 

существует предел АА . Чему он равен? п 

р2/х Не используя спекаральной теоремы доказать, что зе (Ах.х) =\А\ 

для эрмитова оператора А. Аж 

23. Пусть %& - невнрохденная кососимметрическая билинейная форма в 

‚ вещественном евклидовом пространстве \/ —. Тогда существует разложе- 
ние \/=\/@\/. =, при котором их) = \-( ви» Рде 

Х=Х, ФХ. м У = ФЗ У2. ” 25 

24. &1 (©) а а. | 

25. Пусть “А=0.Ц / Н-унитарен, —- эрмитов/, Докажите, что {] 

коммутирует с Ц тогда И только тогда, когда ‚АА нормален. 

56. Пусть А _- внрокленний оператор, [|= (А”° А). Докажите 

ществует такой оператор 3 , что А=Ъ\м . Как устроен 3 ? 

27. Найдите число элементов в множестве двойных классов смежности 


о). 9“ Мес (^, © / (и). 
. ег (л,©)/ уч. _ 


а = 


что су- 


ь бемвеслвен- 


` 








5 = Длъ5 
ЛИЕЗИНАЯ АЛГЕБРА ТТ] оеэместр. Ал 
метоия. оо4 
СН, А 133] 
то. 





)Е С 
. Токзкизе, рорма К: (А,В а пространстве 
ВЕ ©“) не является родео той 

4, Докажите, функционал У, ^, ©) > © ‚У: А (АБ) 
"симметричен” "т т.е. Зь (А”) = че (А "/ тттк А- эрмитов. 
5. Докажите, что Е |= 


=>, 


6^ Лан оператор А в ое пространстве \М . При каких усло-. 


виях на А пространство \/ можно вложить в большее евклидово про-. 


странство м“/ и построить унитарный оператор М: “/ —>\“/ так, 
чтобы композиция \—> м\/ > \М/-Т> М совпадала с А здесь 

‹ - влоление, а 5 - офтогональная проекция м“/ на \ /. 
7. Укажите геом етрический смысл операторов ® —, удовлетворяющих | 


условиям Ч=\- = Х, 
-8. ЕСЛЯ_ полу торелинейная форма > на евклидовом про- 


ея М” ПЕРоЕаЕНО относительно всех изометрий /т.е. 

© (0х, 9) = 6063) для любой изометрии ) и векторовх ич и». 
то © пропорциональна скалярному произведению. 
9. Пусть $ - оператор в вещественном евклидовом пространстве М, 
удовлетворяющий условию Я“=-4 . Превратии М зв комплексное 


рехторное пространство, полагая (0-4 0/) = = 03+ ЭВ /иуе®. зеМ /.. 
чины, Пой каких условиях на 3 заданное в \' скалярное произвезекие 
——_—— сивнем комплексное. скалярно» произведение ? 


То. Найти ортогональное дополнение в № (®^, ®^) к к пространству сим- 
метрических матриц /относительно формн А ‚БН 55 (АБ)/. 


ТТ. Любое ортогональное преобразование в > есть поворот вокруг... 


некоторой оси. а ыы 
12. Найти расстояние между прямыми Я+ 5 | Сыма", Ам 3 И а 


‘в евклидовом пространстве ©*, а: (аврал, а), 6 = (8.,6.,6,), = 


й 


ыы И ГС = 6 са, а ) 


нии Вокруг оси поямой, не проходящей через ось вращения. 
В задачах!4-16 \/ - комплексное евклидово пространство ии. > 
. Инволютивная подалгебра с единицей в 88 25 (\,М) /инво- 
лютивность означает, что И АХе ЛА х 
ТА, Докажите, что пространств У разлагается в ортогональную 
прямую сумму \®. --®Ф \ ‚ где какдое \/ инвариантно от- 


носительно ЛА и не содер /собственного/ подпространства, инва- 
ИВО и ито Ъно 


5а. Алгебра Д{! /всех О коммутирующих с каждым операто-_ | 


т из А м инволютивна. 
о Разложить пространство \/ ‘в ортогональную прамую сумму 
= \Ф--- ФМ а алгеб ы в прямую сумыу ЛАДА. Фе 
вет. чтобы элементы г а и элементы ув ть 
при }4= иво ши с. и при этом любой оперьтор 
коммутирующий р ; был бн скалярен. /Примените не тео- 


} 
а 


.13. записать авнение поверхности В >, получающейся при в аще- — 
, у 


ему к [@ 
Те: Пусть И. Е состоит из скалярных операторов, тогда существу 


ет оотогональный базис \/ , в котором ЛА и с алгеброи 


всех операторов вида хо} 
/Указание: см. "Теор. мин. по алгебре" 
Ш У 
# | | 
1 Пусть А: М —>\/ и А: м“ —>\ = О ный оператор. 
Тогда А - налодение тттк А, — вложение. 


То '/Теорема Хелли/. Дано семейство выпуклых в ®“^ мнохеств. Дока- 
хите, что если пересечение любнх ^%«А мнокеств непусто, то и пере- 
сечение всех множеств ненцусто. 


ре 5 РР ‚2 








2 
задачи средние й56 
Бели че оговорено противное, то зсе пространства предполагаются конечно- 
мерными, & основное поле сочитается №, если в пространстве задана евкли- 
дова структура, и С в противном случав, 


т. Построить два днагонализируемых некоммутирующих оператора. 

2. Оператор диагонолизируем тогда и только тогда. когда эго мини- 
Мельный многочлен не имеет кратных корней. 

3. Цаити все инвариантные подпространства жорданово ой клетки, 

Ц. Найти коммутант / мни-во коммутирующих с неи онреаторов/ диагональноя 
натрицы, линекное 

5. Д-ТЬ, ата ранство не является объединением конечного числа под- 
простраиств меньшеи размерности. 
- 6. В конечномерном пространстве равенство АВ-ВЛ = Е невозможно, 

7. Характеристическия многочлены АВ и. ВА совпадают, 

/Указание: рассмотреть сначала случай обратимого А./ 

8. Если АВ - Е обратим, то и ВА - Е обратим. 

9. Д-ть, что для почти всех Л множество решений уфавнения х2. А конечно 
и равио ок ‚ где к = размерность пространства. 


ТО. Привести пример операторов А'иВв бесконечномерном ‘пространстве та- 
ких, что ЛВ = Е, но ВЛАЕ. 

ТТ. Привести пример таких операторов ЛиВ.в Звононечкомявном простран- : 
стве, что АВ - ВА в В. /Ср. с задачей 6./ 


Те. гели Тр АК '=О для всех /или дня почти всех к/к, то А - нильпотент. 

13. В пространство ниянияния многочленов ненулевой диффоренциальный опе- 
ратор Д ло Чи и ан (4 | а оператор дифференцирова-. 
‚ния/ являстся наложением. х 

14.. Пусть К - поле, м = К Е Ска е= КСК]. и 
‚`Найти о многочлен оператора "умножение на х" : Узи. 
_ 15. сли В - билинейная форма, для которой В/х,у/=О титтк в/у,х/=0, то — 
`В - симметричная или кососимметричная форма. ` | 

16. В евклидовом пространстве единичная сфора (5 х) = Т есть множество 
краиних точек единичного шара (к) ЗЕ /точка хе Х не краиняя в Х, © : 
ли опа есть середина нокоторого отрезка, лежащего в Х 

17. Пусть оператор УфУ-—> УФУ имеет"иатрицу" | т А вс = у) 

С 


Доказать, ято он ‘обратим титтк А и С обратимы. а 
18. Псли А - оцервтор в коначномерном нормированном ПЕ НОО — 


} 4 

и, ГА” о, то А - нильпотеит. 

19. Пусть А:У-л\/ диагонализируем. Тогда собственные значения А различны 
титтк Л имоет циклический векоор, т.е. такой вектор х, что х ный © 
порохдают все пространатво Им = д И /. 

20. Указать нообходимые и ВЯ условия для того, чтобы матрица 


и. —. была диагонализируемой, , | ый ар 
О 





ИТ: Наити и пормальную_ форму оператора с матрицей 


22. Если ЛК = В при нок-м К, то А - диагонализируем, 
23. Если Л коммутируот с нильпотентной матрицей В, то собств. значения 


Аи Л + В совпадают. 
24. Операторы Л,В: мм экрилалентны если существуют изоморфизмы Ч И 


\ ‚ делающие циаграмму м 
| ы ЗТИВНоЙ 
УЗажу коммутативной, 

Сколько классов неэкливалентных операторов существует для данной пары 
пространств УМ им ? ыы й 

25. Всякий ВЕ ОТ зм кольца квадратных матриц — внутренний /т.е. име- 
ФТ ПАС А С” для нексторсго т ` 
О Бели А: У®\ таков., что А ‘сохраняет Ярретояние и А/О/=0, то А - 


линеиный оператор. 


“ 





Е 1 ани: 
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Задачи трудные Длз | 


в 1 Ясли для воякого х 


Пусть А - линенный оператор в простоанств 
степень минимального многочлена не 


1 
вектора х, Ах,....А Хх зависимы, то степе 
больше к. в | 
2. Зададим в пространстве Ге скалярное произведение 
и заре". (= ь ы з : в. яз г 
{ - | 2 рамх 
(4,3) = } дуг 


Найти расстояние от @ до А, где А - множество многочленов степени к со 
старшим кожффициеитом Г, . 
3, исли к векторов в ввклидовом пространстве образуют попарно тупые 
углы, то любые к-1 из них линеино независимы. | Г 
-° 4. Пусть Ли В - линейные операторы, причем А = АВ-ВА. Тогда А - нильпо- 
тентен. | | 
/Решить уравнонио АВ-ВА=А для 2х2-матриц А и В. Сколько существует прр 
/АВ/ на подобных решений? / | 
5. Д-ть, что если А,3,С -лин. операторы ий С = АВ-ВА, причем А коммутиру- 
ат с С, то С-нильпотент, р : 
6. Если Д-+ Нт=Д+ Н., Д- иД. - диагонализируемы, & Ни Но — нильпо- | 
тентны, приЧем Д; комйутибуют | Н;, это ДтеД> и Нт=Н>. | 
7. Гомоморфизм И С. мультипликативнию группу поля С и переводя- 
щий (*1,<\ в ^ совпадает с определителем. Ио та 
8. Построить вложение аддитивной группы К, в мультиприкативную группу 
сы. | 
-9. В кольце опреаторов в пространстве У нет двусторонних идеалов. 
ТО. Описать все левые и правые идеалы кольца операторов пространства У. 
. ТТ. для всякого оператора А существует такой ‘оператор В, что АВА=А. 
‚ 12; Если оператор А представлен в виде Д + Н, где Д-диагонализируем, 8 


“он - нильпотентен/такое представление существует, см."Операторы"/И и един- ‹ 
— ственно /сы. задачу Ю 6/, то Ди Н можно выразить как многочлены от А. 
` ив. Пусть Х - нормированное пространство. Норма в Х тогда и только тогда. 
3,“ Анекоторым скалярным произведением, когда выполнено соотношение к 


, 


ИУ И > СИ НИС, | ль 


‘]4. Если оператор В коммутирует с любым оператором, коммутирующим с А, 
‘то`В есть многочлен от А. | ? ЕЕ 

15. Доказать, что множество 2 х 2- матриц с вещественными элементами и с 
оп8рделителем, равным Т, гомвоморфно/в метрике, индуцированной из а 
пространству и \/ 
16. В пространстве У о операторы &: о (4 0 

и 
о в: оЕ ов 

17. Множество матриц, разлагающихся В произвидение верхнетреугольнойя и 
нижнетреугольной илотно во миожестре всех матриц. | 

18. множество матриц, подобных (бы) °, плотно во множестве всех НИЛЬПО- 
тентных матриц. т. | чи 
Ту. Пусть А: И2\У и ПЛИЕТ . Доказать, ‘что. последовательность опера- 
торов Е А+ЛА и. -.1А “Г миеет предел В такри, что В = В_. Паити м 


и : у 


20. Д-ть, что дин определитель общего вида, рассматриваемый как нного- 
член от своих элементов, принятых за неизвсстДные, не разлагается на 2 ыно 
жителя, кахдый из которых есть имидянним многочлен ненулевои степени Ат. в 
определитель является нсприводимым многочленом от своих элементов, причем 


над любым полем/. 


подобны. 


Примечание. оговорки, сделанные к задачам средним, остаются в силе и для 
этих задач. о . чи. № 








а т че еетм че тт ву зума: ое м = ы Кат 16 = = 
кот рые Являются КЛЮ евыми в  некоторнх разделах алгеоры. Каждое 
из них онабжено ссылками на книгу, в Которой эго можно прочесть. 
тт тт р ие = т 
о несколько). эти указания, во- 


Помимо этого имеются указания (част 
первых. служат подсказкой во-вторых, указывают путь доказательства. 
(Часто есть несколько вариантов доказательств. ) Если путь доказательства 
заимствован из малодостунной литературы, указание более подробно. 
Подчеркнутые в тексте слова - новые понятия, относящиеся к кругу идей 
данного утверядения. ва 


© 


, т `длробраичность. Комплексное число, являющееся корнем некото- 
° рого многочлена с целыми коэффициентами, называется алгебраическим. 
Доказать, что множество алгебраических чисел - счетное подполе в С. 
Указания. ЛД) Число «. <(, алгебраично над полем ЕЁ с тогда 
и только тогда, когда пространство, порожденное над ь степенями её 


хоспечномерно над $ . Таким образом, если ® и в. — алгебраические 
‚ Числа, то есть элгебраические над @ числа, то поле В , порожденное 
* над | элементом = , конечномерно над Ф2 , а пространство, пороя- 


® денное над ® степеня» © ,‚ конечномерно Ня 8 „и, следовательно, 
н2д @ . НЮ это пространство содержит +В и «.® . (Ван дер Варден, 
$ 39-5 Ат ; Ленг, гг 7, $ Т, Кострикин, гл. 9, $ _. 


Б) Ве % есть корень многочлена Р 4) = И “- }, 6 - корень 
многочлена @ (= П(4-Ъ й ‚ то 2 © есть а многочлена 
ЗА (Е -&: 6 ) ‚ коэффициенты которого целые, так как выражаются 


через коэффициенты Р п С в силу теоремы о симметрических многочленах. 
( Курош, $ 58 ) 
| т Факториальные кольца. Лемма Гаусса. А) Доказать, что 
`- если многочлен с целыми коэффициентами разлагается на множители с 
“ рациональными коэффициентами, то он разлагается и на множители 6 
целыми коэффициентами. Б) Доказать однозначность разложения на | 
множители в кольце многочленов от одного переменного с целыми 
°” коэффициентами. В) Пусть А - кольцо без делителей нуля с одно- 
значным разложением на множители; тогда то же верно и для кольпа 
АГ>х] многочленов с коэффициентами в К. 
Следствие. В кольце С [>*+,..-,2и] разложение на множители 
однозначно. 
Указание. Лемма. Если Ро ЕА[> ‚ то НОД (коэффициентов 
РО ) равен НОД (коэффициентов Р ). НОД(коэффициентов Ра 
Пользуясь Леммой; выведите однозначность разложения в А [= 
из оцнозначности разложения в и ( Ё - поле частных кольцег-№ ); 
(Кострикин, ` стр. 230-231 и стр. 442, Ван дер Варден, 9 30 ) 


—— 




















г 


ДА л39 
3. Степень транснендентности. Доказать, что при /\ +и не суще- 
и анны ты ь 
ствует изоморизма колец ® [%©4,..:Хм]я © [%:,.., 2%, |, 
оставляющего {` на месте. 
Указания. А) Поля частных этих колец имеют различные отепени — 
транспентентности над « . (Зан дер Варлен, $8 74-75, Ленг, гл.10,51) 





Б) Рассмотрим некоторое конечное множество многочленов Р.... Ра Е 
Е [А Хх, | . Лля каждого натурального числа ‘@ рассмотрим 


1. к ; 
1 < 
пространство, порожденное элементами вида В, *...’ГРр © "4.5. 


Размерность этого пространства растет при увеличении ". не 


быстрее, чем . бел» . р (независимо от выбора Вх РЕ. 0 ‘него 
может зависеть только константа), причем эта оценка является неулуч- 
шаемой - показатель не может быть уменьшен. Следовательно, число 


Й. - инвариант. . 
4. Структурная теорема для конечных абелевых г 





Доказать, что конечная абелева группа - прямая сумма циклических. 


Сколько существует неизоморфных абелевых групи из 100 элементов? 
Указания. (начало у А-Б общее) Конечная абелева группа есть 


факторгруппа Й, по некоторой подгруппе (как говорят, конечнопо- 


‘рождена). Поэтому достаточно дохазать, что всякая подгруша Д“ 


и 
при подходящемм вныбсг? базиса @д... 2, в 2” порождается 


элементами К.@4,...-. К, @., ‚ где К; -натуральные числа. 
А).Нужный базис ишс”^я так. Рассмотрим всевозможные базисы 
а в {.“и всевозможные линейные комбинация 


77 +. т... Ил и с целыми коэффициентами, лежащие в подгруше. 
Среди них выберем комбинацию с наименьшим возможным И 1 > 1. 
Цоделив все Ик на #7 1С остатком, можно убедиться, что все: Ик 


кратны Ид ,‚ то есть и, =бт и т. (+ 2+, )Е пеагруппе. 


_В качестве @л нужно взять {+0 +,. +6, {,.. Нетрудно 
- Доказать, что подгруппа разлагается в прямую сумму своего 
пересечения с линейной (целочисленной) оболочкой векторов 
на и по Ппы Е 
+2, $к п иВЫ ОЕТНЫХ Ире особе ими 
рассуждение по индукции. 


5) Рассмотрим множество, порождающее подгруппу и разложим 
—и щи 


его элементы по базису в Л. Получи’ прямоугольную ‘целочислен- 


ную "матрицу" (с И строками и ‚ возможно, с бесконечным 
числом столбцов). Рассмотрим элементарные преобразования таких 
матриц, то есть перестановки, умножения строк или столбцов на 
-Т, а также прибавления к одной строке пелого кратного другой. 
Им отвечают замены базиса в ИПи порождающего множества в под- 


группе. Среди получающихся таким образом матриц выберем содерха-_ 


щую наименьший положительный элемент. Переставим его в левый 
верхний угол. Все элементы 1-ой строки и первого столбца пелятся 








ло 2 





‚ на него, иначе элементарными преобразованиями можно получить 
остаток, который будет меньше его. Таким образом можно везде 
в 1-ой строке и 1-м столбие получить нули. Рассуждая анал логичным 
образом, можно привестя маоицу к "диагональному" виду: ГЕ -. 


Следствие. В эй не существует целочисленно независимой системн 
более чем из п элементов. 

В) Пусть @ - конечная абелева группа. Расмотрим для каждого 
простого р множество @› таких элементов х  ГРУПиы с, 
что РК х=О — для некоторого к (зависящего от х ). 
Множества “бр при всех простых р являются подгруппами, 

дающими в прямой сумме ея (В сам деле, если порядок 
элемента х равен Ё=р1 *...*Ри › ТО ПОЛОЖИМ _ а=КИра "1 $ 9х = бт; > 
З,..4 60 (= 9х+.. м. ) ее без ограничения 
ое можно считать, что С-= ©, и, следовательно, 
порядок любого элемента есть степень р . Пусть Я - элемент 
наибольшего порядка в 2 , Да - подгруппа, им порожденная. 
Кажлый класс в в/ Йо имеет представителя того же порядка, 
что. он сам. (докажите). Я рассувдаем по индукции: если 
С-/ Га —есль прямея‘сумыа циклических подгрупп, порожденных 
о а ‚ №0) 6 есть прямая сумма Да и циклических 
подгрупи, норожденных представителями в С; элементов а1,..., @» 
‚ того же порядка, что и они сами. (Кострикин, гл. 7, $ 5; упр. 2 на 
стр. 346: Ме, м. 5 9.10.) 
ТГ) Этот вариант начинается нак же, как предыдущий и 
представляет собой его модификацию, близкую к доказательству 
теоремы о кордановой нормальной форме нильпотентного оператора. 
Итак, пусть порядок любого элемента, есть степень в. Рассмотрим ‘ 
отображение А: (; -> С- , переводящее Хх г. рх . Рассмотрим 
последовательность гомоморфизмов В: 


Е м н и = „.. Г | 
Она порохдает ое ТЬ 


НИди- г. вы" е. и-2 —>... =? Ни 


все гомоморфизмы которой - вложения. В бакторгруппах выполнено 
соотношение рР>=0 , и, следовательно, их можно расзиатривать 
как векторные пространства над. полем 2 ИР # . Выдберем в Н г. Ни 
базие 5... Ж& .?Щусть Ва - Же допол его образ до базиса 
в Ни” ИН 2.  ДОполнИы образ+- построенных векторов ло базиса в 






: -2. ое < 
НЯ Ин^ И тах К далее. Пре; ПСТ авиМИ ВЛАХ Е ол сл. элементов. вен 
о: (являющиеся элементами (> ) порождают т. ские 


Е дающие С; В прямой сумы 














&» 
Н $ обой Э 
порождают разу сли 
заменим в этом равенстве чден И, Кд на члены, соде рхащие 
^^ = 
- т в ве = ния 
не только Хл , но такхе и рх., р Жан о зато с коэбфиниентами, 


меньшими ро ; произведя аналогичную опрЕзцию со всеми большими 
Р коэффициентами, получим равенство, все коэффиииент 

которого меньше . Рассмотрев это равенство в НИ/ И 
затем в Н" 144 Н^” и так далее, получим, что все коэффициенты 
равны 0. а 

В доказательствах В и Г порядки получающихся циклических .- 
групи - степени простых чисел; впрочем, этого можно побиться я 
без-труда, потому что для взаимно простых М и имеет 
место изоморфизм: Д/Итий = (7/м В] Фи ИИ, 

Сходство с доказательством теоремы о жорцановой нормальной 
форме не случайно; именно, имеет место следующая 

ТЕОРЕМА. Конечнопорожденный модуль М над(коммутативным) 
кольцом главных идеалов изоморфен прямой сумме модулей випа 
К/ИрЕ СР - некоторый элемент кольца А): М> Кур, А ®, „ФБР Е 
а 2. можно выбрать степенями простых. 

Доказательство ‹ этой теоремы может быть получено модификацией 
рассуждений В)-Г); @сши Ю - евклидово кольцо, то проходит 
(почти дословно) рассужцение Б). (Ленг, гл. 15, $2, Ван дер 
_Варден, $ 85. В старом издании 2-го тома Ван дер Вардена 
(1937) имеется обобщение рассуждения типа Б для колец главных 
идеалов.) | 

Пусть теперь А — оператор в конечномерном пространстве \М наб 
Тогда простринство \/ превращается в Ф[-+]-модуль, если положить 
Р(Е)х = Р(А)х . Из приведенной теоремы легко вывести 

СЛЕЛСТВИЕ. Оператор А приводится к кордановой нормальной 
форме. (Ван цер Варден, 8 88, Ленг, гл. 15, 83) рые ль 
. Б. Теорема Гильберта о базисе. Т. Кольцо В = [2] нётерово: 
каждый идеал порождается конечным набором элементов (то 
есть имеет вид Ю 0, +., + Ка, ‚ сумма не предполагается прямой). 
2. Если коммутативное кольцо К нетерово, то и кольцо ая нетерово. 


2 


Следствие. Кольцо полиномов в [2%4.. №,» ] нетерово. _ 
° Указание к 2. Если {] - идеал в ВА. следует рассмотреть 


возрастающую цепь идеалов ТГ „ Кольца Ю , состоящих из 
коэффициентов при 2СЙ в элементах ‘Ти воспользоваться 
их конечной порожденностью, а также конечной порокденностью 
их объединения. (Ван дер Варден, $ 115, Ленг, гл.6, 8 2) 








| в. 28 
Всякий максимальный идеал | в Колье ‹ (е,.зщесть множество всех 
т 2 м ттг < г г м тот г: ка т ы я 
многочленов, обращающихся в 0 в некоторой точке >. 
Так ках всякий идеал содержится в некотором максимальном 
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(в ПООИЗВОЛЬНОМ КОЛЬЦ о 
индукции, в С РЕ ое. это следует из нетеровостя, см. п. 5), 26 
_ верно следующее 
. Следствие. Если многочлены Ре у РА не имеют общего корня 
в ФС”. то идеал, ими порожденный, содержит Г. 
Указания. Прежде всего заметим, что СЖ 9 - поле, содержа- 
щее & . В этом поле многочлены идеала. -] имеют общий корень 
.(е,+Т,... ,56.+ Т) . Нам надо доказать, что они имеют 
общий корень и в ©. А) Докажем, что поле © [в ен / ра 
совпадает с {, . гола элемент 2 этого поля алгебраичен 
над {© ,‚ то он принадлежит {; . Если бы некоторой элемент 
2^ был бы неалгебраическим над {., , то элементы поля 
1 У х- 2) ( ЛЕС) были бы линейно независимой над 4. 
несчетной системой. Это противоречит тому, что Га г. О / У 
имеет не более чем счетную размерность как векторное пространство 
нал “№ № >. 
| Б) Как уже отмечалось, многочлены идеала. ] имеют общий 
| корень в поле Сб...х.1/Т ; для того, чтобы доказать зе 
существование общего корня в ©. ‚ мы уменьышим это поле и затем 
влодим уменьшенное поле в @ . Рассмотрим систему РВ 
образующих идеала -] ; пусть #8 — подполе {` , порожденное полем. 
рациональных чисел {2 и всемя коэффициентами многочленов а Рь я 
В расширении С [Х4..хХДИТ поля @ тассмотрим подполе К 
порожденное Йй И Х.,..Хи . В этом подполе Ё многочлены 
Р...Р имеют общий корень. Степень трансцендентности К над 
А конечна, а @ над В - бесконечна, поэтому К вкладывается 
в С м &. | | ви 
В) Мн уже отмечали (см. начало А), что существует расширение 
Р поля ФФ, в котором многочлены идеала Т мею общий 
корень. Докажем, Что если они не имеют его В С , то существует 
расширение (. сколь угодно большой мощности (следовательно, 
сколь угодно большой степени трансцендентности) ‚ в котором 
они не имеют общего корня. (Это будет противоречить возмохности 
влохить Р в него.) Лля этого рассмотрим элементарную теорию 
поля С (в языке со всеми комплексными числами как константами), 
добавим к языку множество. 'Г новых констант (произвольной мощности), 
а к теории все формулы вида Ее =- ке ( = и т — различные 
константн из Т ). Полученная теория будет непротиворечивой по 
теореме компактности, так как любое ее конечное подмножество 











#3 6 — 
Ф . Модель этой 


к - его расширение, ЯВляЮЕ розденной ВОВЕ 

ад 2 , то К алгебраично текает аз следующей 
лемыы Нётера (Макс Нётер, не смешивать с Э.Нётер, в честь которой 
названы нетеровн кольца.) | 

Лемма. Если К - конечнопорожденная алгебра над бесконечным 
полем В , то существуют такие 41)... 9%  › ЧТо они 
элгебраически независимн над В ‚ а АГ, 4-1 < к -. | 
целое растирение колец. 

_ Предполохим ленму 1 доказанной. Если К - поле, то Ч. т. в 
и является пелим над @[91,..., Мн |: Е | 

+ (904 =0 
Умножая на 97 ,‚ получаем, что ТГ + (многочлен от @л.- к 
степени >Т) = 0. Полученное противоречие показывает, что С =0 
и К алтображчно над #. | | 

Локазательство леммы Нетера. Индукция по ‚ числу и образующих 

К как алребры над & . Пусть 2.,...2„ - образующие. Если они | 
элгебраически независимы, то все доказано. Пусть они зависимы и 

Е (2%... *„) =0 - многочлен, устанавливающий их зависимость. 
Во Яр. в а а. В (бы т их значения позднее)у | 
рассмотрим элементы 2%.’ = Мк а = р ОВ ТО 
алгебры К . они И Е ООЗЕОЩЕНИ рр 

Е о -Р Я. би а и. Е Аня Хи › 5 = О а 

старшай член которого относительно Х»„ имеет коэффициент, равный 
значению р. части старшей степени многочлена [Г на 
наборе о ри а Боли выбрать такие Ал т И м 5 
чтобн этот коэффициент был бы отличен от 0 (а это возможно в силу 
бесконечности Ё ), то %,„ будет целым над подалгеброй 
повеа = АГ, ‚..., 41|» К Которой можно применить 
предположение индукции. 

7. Алгебра матриц вполне приводима. Пусть "У и \Х - 
конечномернне векторные пространства над С и ф`\/—> \/ - го- 
моморфизм алгебр (то есть отображение, являющееся гомоморфизмом 
колец и одновременно гомоморфизмом векторных НИК Тогда 


в \/ и \\/ можно выбрать базисы, в которых 
ФГ АНЬ 580 


"*_ 
Указание. Выберем в \// базис @4.,.. „@„ + Цусть. е;; - оператор, 
матрица которого имеет Тна (, }-ом месте (в остальных местах 
нули). Так как @.-" =2;; ‚ операторы Ф(е;;)- проекторы на 
некоторые подпространства и . Имеет место раздохение 


\Х/ = \Х/, Ф..®Ф\/ © (вы ; на [\ ул ф(е;.) все. 





о ЗЕЯ ИИеско ИЗ о Нее 








Е . Дл и / я 
у 1 
операторы из образа ‘2 равны 0. (Воспользуйтесь равенствамя 
ро я ке АНА А ИХ 
Юзер ео бб = 2;,,,.) Оператор ®(:;) 
к Я а ея 2 : : 
НУ : А # 5 
а я ее к мы Ре = я 
так: надо выбрать (как-нибудь) базис . ‚С помощью Ф(2:,) 
й 7 . ы 
се (Ул Вкл ф(е.: выбрать базис пройз- 
а РЕ: И в 


некоторый фиксированный оператор. 

Если задан гомоморфизм 4. Ен \/ >Еи\/ ‚ то пространство 
можно рассматривать как модуль над алгеброй Еий \/. | 
Кроме того, заметим, что \/ есть неприводимый модуль над ий М 

Следствие 2. Всякий модуль над кольцом Еий\ есть прямая 
сумма неприводимнх подмодулей, изоморфных \/ . 


| 8. Теорема, Бернсайла. Цусть: - с - подалтесра олгобры 
операторов’ векторного пространства \/ нац полем Ф.. Доказать, 
что если в \/ нет нетривиального подпространства, инвариантного 
относительно всех операторов из С (в этом случае говорят, 
что \/ неприводимо относительно 9 ), то „) совпадает с 
_ алгеброй всех операторов в \. 
Указания. А) Заметим, что: (ТГ) \/ неприводимо относительно С 
тогла и толь: тогда, когда \/* неприводимо относительно алгебры 
$ -* операторов, сопряженных к элементам < . (Если подпростран- 
ство инвариантно относительно © , то функиионалы, обращающиеся 
на нем в 0, образуют подпространство, инвариантное относительно 
5% ); (2) У неприводимо относительно © тогда и только 
тогда, когца любой ненулевой вектор из \/ можно перевести в 
любой другой оператором из © й 
Достаточно показать, что все операторы ранга Т принадлежат С. 
Всякий такой оператор |[ имеет выд Хь> у К», где ЛЕМ, (=\^. 
Если /, - фиксированный оператор ранга Т, то из (Т) и (2) следует, 
что всякий оператор ранга Т представим в виде &1В , где А, В=5. 
Осталось указать в © оператор ранга Т. Пусть (0 - оператор из 
5 с образом \^/ ‚ отличным от Ои от всего \/  (Фочему 
такие существуют?) Операторы из © , переводящие м в \, 
образуют подалгебру. (< Я у относительно которой \\/ неприводимо 
(Воспользуйтесь свойством {2)). Поэтому по предположению индукции 
можно считать, что З.“Е^И\И, Искомый оператор ранга Тв р 
может быть построен как композиция С с подходящим оператором 
из Еис \К/ .ЕЗ 





Подалгеброй называется подпространство, замкнутое относительно 
умножения; можно для простоты считать, что 5  содерхит 11а 
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И из. >, , \/ 
Теорема Плекобсона о плотности. Пусть пространство 


есть сумма подаространств, _ в. ПриВОД оцимых относительно 5, 
И и А (5!) Тогда найдется такой ВЕЗ , что 


5 


Ву. = Ам, для всех *&. , 
В) Этот вариант основан на том, что алгебра о содержит ^ 

проектор Р на некоторое подпространство \\/ , отличное от 0. 
иот \ . Операторы ва РАР = ®= образуют подалгебру 5 
относительно которой М/ инвариантно и неприводимо (воспользуйтесь 
свойством (2) из А) Рассуждая по индукции, мы можем считать, | 
что 6 у= Е, \ Аналогичное рассуждение применимо к проектору 
а ; соответствующее подпространство \/’ в прямой 
сумме ©, \У дает \” . Итак, все блочно-циагональные матрицы 


Ау > 
вида ии = лекат в 5 . бстается показать, что 
Мо 


содерхит все операторы ранга Т, переводящие И/ в ии ' 
м’в О . И лез получить в виде ДОАД” ‚, те А — 
РЕ ы ‚ а и — любой оператор из © ‚ не переводящий \/ 
в себя. — в 

Итак, осталось выбрать В — проектор. _ Для этого мы 
используем простейшие свойства вполне приводимых модулей 
(то есть модулей, являющихся прямой суммой неприводимых). 
По условию пространство \У - неприводимый 5 - модуль. 
Рассмотрим Еид\У как „5 - модуль относительно умножения 
слева на элементы 6 . Он изоморфен (как 5 - модуль) модулю 
УФ ©е\у (24 у Ва) и ‚ следовательно, вполне приводим. 
`’Подпространство Э с Еи\М является — Е в У ры 





следовательно, тоже вполне приводимо. Пусть 5 = Г.ф.. ‚ 25 
— его разложение на неприводимые подмодули. (Заметьте, что 
> ‚ - левые идеалы). НЕЕ случай, при котором В = 1, 


разбирается легко. Пусть А>1 . Каждый элемент 5 однозначно 
представляется в виде суммы элементов 5 ‚ в частности, 

ТЕ рнаы.. Ре. Умножая это равенство на р: слева, 
легко видеть, что РЕ =р‹ при всех г ‚ то есть т: - 
проекторы. Е} 

Следствие. Конечномерная комплексная алгебра, не содержащая 
нетривиальных двусторонних идеалов ( такие алгебры называют 
простыми) изоморфна алгебре матриц. ре" 

Указание. Постройте гомоморфизм этой алгебры в алгебру 


О до ааа рек ан рек ом - ААА > Ала 














Прилохение, Ве одно доказательство теоремы Гильберта о нулях. 
Это докязательство использует лишь элементарные свойства 
многочленов. Достаточно доказать, что система полиномиальных ура- 
внений имеет корень в алгебраически замкнутом поле, если она 
имеет корень в эго растирении Оказывается, что свойство 
систеыы иметь решение в зигебраичьсся замкнутом поле может быть 
‚ выражено только на языче сз 5о ентов а потому не зависит 
от того, з каком поле ищется к Это вытекает из дболез 
общего сакта: 
Рассмотрим совокупность (*) нескольких систем уравнений 
и неравенств вида 


В, (>, 9 *-. а) =0 
ф; 4 


4 (264 ›.-. 30.) Жо 


м - 


Тогда можно построить такую новую совокупность (Хх) систем 
поининомиальных уравнений г неравенств на коэффициенты исходной 
СОВОкКунности (=) ‚о что (+) имеет решение в алгебраически 
замкнутом поле тогда и только тогда, когда ее коэффициенты 
являются решениями (Хх) .„ При этом многочлены входящие в (хх) 
имеют целые коэффициенты. /Более точную формулировку см. ниже/ 


Доказательство. Индукцией по числу Й. переменных ЖЖ и р 
все сводится к случаю одной переменной 5 —. Ясно также, что 
достаточно рассмотреть совокупность, состоящую из одной системы 
зила в 

ыы ИЕ 2 
роо=а сх” +. ..=0, Р,е) = 6.2... =0 р. ‚ В 03 я бое 


У Ы 
2 К< же ь * ты 


Проведем индукцию по ДИ = фз Вт... + ез, о 44 Рассмотрим. 


отдельно случай 9 =о0 и чай 2,2 0 о. рассмотрим ме 
систему (4) к®@к совокупность двух систем ф ха =о0} 

и Хх; СОТ . Если @=0 , то из р, (5е) можно выкинуть 
ее /то есть уменьшить А/ / и применить предположение 


индукции. Если (О и 5289 , то число И/ можно уменьшить, о 
заменив вы Р. (<) =0 $ рес) = [6 


на  Р (2>°)=0 . ов ‘ос)- бо Росно, 
Случай ЧО и 5-1 . Заметим, что в алгебраически замкнутом 


поле система Р(26)=0 


имеет решение ‘(270 Че Р р | 
тогда и только тогда, Рот [4] не делится на Е" 
Докажите инпукцией по фест К ‚ ЧТО СВОЙСТВО 

"Ю делится на Р ь `равносильно полиномиальным условиям 


на, коэффициенты многочленов № (5%) и Р(>х).ЦШ 


Замечание. На самом деле выскАзанное выше утверждение 
сформулировано не вполне корректно. Точная фо} рмулировка его 


такова: /случай одной переменной/ => Е р ве с 
Пусть дана совок кунность юистем уравненийУвила Ё (4 ....›@л 2 


те рег. Гор, нба + 2% 
Тогда мохно указать такую совокупность (*#) систем уравнений 
вида @(а4.,.,@»)=0О., где б<2Г9,..., Ч» ] ›, что для любого 


алгебраически занкнутого поля и для "любых Ц ...., Яр < 
условия . 
о а/ (я...) и ) удовлетворяют (хх) 
б/ существует такое ск , что СО: пу ©) удовлетво- 
ряю* (%) | 


рвносильны. 


(— 


ЧЕ ЗАЧЕТА ААА ЧАИ 
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тензорное произведение | Дл 947 


Матнанровки. 
при изучении геометрических свойств множества (напри- 
заер. . топологического пространства, многоооразия и т.п.) Х 
.средствамя алгесры м анализа удоено Забыть @ самом мно- 
нестве, а помнить линь об алгебре Е (Хх) Функция на нем {неп- 
рерывных, гладких м т.п.). 
Вопвое: пусть УХ м У - множества. Как в терминах 
пространств Е {Х) мЕ (У) описать пространства Е (%Хх\) ? 
Пространство ЕР {Хх\у) естественно “строить” так: еслы + 
‚- функция на Х, а а - Функция на У, то мовно определить 
зункнию фт®Зз на Х»х\у, полагая +939: ({и,у) к + 0:).а (у) 
{+= а не есть обычное произведение, так как фучкции + из 
завмеят от пазных аргументов). Ванако функции винда т®з не 
иасчервнывоют всех функция на Х»х\у, так как, вооеще говоля, 
сумы Фонкимя такого вмда нельзя представить в виле +°0- 
Поэтому неозхолимо рассмотреть всевозможные суммы 
+4 $) х9. У) + +4 )ха 4) +... + О) хак (у). 


Множество таных сумы, очевидно, замкнуто относительно слояе- 
ня и Уын овения; ‚ ПолУчившыюс я алгеевч овозначают 


Е С)>Ф®Е {%) нм называют тензорным произаеденнем алгебр Е {*х) 
НЕ %;. — . 

совпадает ли эта алгебра с алгеброй всех Функция на 
ххуз Васвае говоря, нет, однако легко видеть, что если хотя 
сы аано мз множеств Х нм У конечно заметьте, что конечность 
х разносильна коанечномерности Е {%Х)), та Е {ху} = 
Е Ш®Е {У). В офаеы случаев Е {Х)ФЕ 4"), хотя и не совпа- 
вает с Е 4{%»ху/), на обычно озразует в нем плотное {в ка- 
жая-ныемаь естественной топологин) подмножества. | 

Поныер. Пусть Х.\ - метрические пространства, аЕ {Хун 
+ ©) -- кольва непрерывных Функция на них. Тогда элементы 
Е Е {У} разлеляют тачки Хху. В частности, если Хх н\ 
компактны, та ла теореме Стоона - Велернтрасса > (0)®Р {\) 
плотна в Е {ХхУ) в топологии равномерной сходимости. 

Следствие. Пусть д иу - ворелевские меры на Х и \ 
соответственно. Тогда для непрерывных функция на Х У равны 
повторные интегралы 

И еж, и Чу 6) = СР Ау (9. 

В самом деле, для @ункций из Е {Х)®Е {4%} эта очевнано. 
Обнрыя случая вытекает из плотности этих функция и непрерыв- 
насти интеграла. 

Вернемся к случаз конечных множеств Х,\У. Имеется кано- 
ническое соответствие между  лннеяными Функыионалами на 
+ (ху) м вилинедными формами нар {Х)хЕ (У). В самом деле, 
всякая линенная  форна на Е (%х\) имеет вид $Ф > 

У К $ ,у} # (:.у). такому функционалу отвечает силиненная 
Форма <+, 9% -* У Ко, У) + (5) в (У). Вератна,. легко 
видеть, что всякую аилинейную форму на 2(х)кЕо)монно записать 
таким образом. На языке тензарных произведения этот Факт д9- 
пускает следующую интерпретацию. Заметим, что отображение 
«+, <> -» +98 а видинеино. Утверждается, что всякая оили- 
нейная Форма на Их) )есть компазнция “универсального” онли- 
нейного отосражения @& н некоторого линейного отображения. 


порево > метить он с 2 














т аа 


2е. т 
Определение. тензорного произведения. 


Дл. ЧУ 


Пусть У, М - произвольные векторные пространства. Мы постро- 
ейчас векторное пространство УФи и силинейное отовра- 
нение Ухи -> Уи, обладаниее следующим 


им с 


свонетвом "ъниверсальностн";: для любого УФЫ --> Е. 
вилинеяного отображения Ух в Прамз- © д 
Вольное кос транс тво Е существует 

единственные" ‘ЭТображение УФЫ -> Е, де- ухи 

лающее диаграмму коммутативной. (Из это- 

го своиства вытекает, что пространство вилинеяных отабраже- 
НИЙ из УХИ ВЕ изоморэно пространству линейных отображения 


УбНВЕ. В частности, пространства вилиненных Форм на ухы 
изоморфно пространству, сопряженномы к УФЫ.) 
У®и называется тензорным промзведением пространств У ии. 
замечание. Пара {пространство, отображение), 


указанным свонством, единс 


на изоморфное пространство и соот- 


ветст 
_@}:= 
5. и 
то в 
отовр 


коммУутативныви. 


вующего изменения отображения Е 5. 

если нмеются две пары Ухч -> к Л 

Ухи -> В) с этим свойством, У*ы 
силу определения существует 


ПР 


5 


остранствоа 


обладаюшые. 
твенны {с точностью до замены УФЫ 


м 

авы 
№ 
хи 


авения 1: 5.-59, Ну: 5. -8, делающие диаграммы 
1 2 2. и 


В самом деле, мх кампозиния делает дизграныя 
‚коммутатнивнойя.  прургое отобванен В ‚ делающею 
эту зе дмаграммы коммутативной - то здестаен- 


. нае. 


Остается воспользоваться свояством 


=. 


мя 
Е 


А 


УхНы 


единственности, вхоляншим в опоеделение тензорнага пвомзведе- 


ния. 


Прост 


Построение тензорного произведения. 


м Введем вспомогательное {вес 


ранство Ук, аазисом которого являются вс 


коне 
Ей 


ево 
нсат 


{У: и), Где уеУу, вен. Вместо (у, в) злобно пме 


КНы @ 
ЦИ 
РЕН 


ям 
линея 


значе 
вОльн 


возмо 


образ 
мент 
У [= \ 
начна 
Нефор 
всева 


оразом, злементы Уи соть Форма, льные янне 


яные 


вида Аки.) +... Ами, ЕЕ №. 


› не ра а 2%) вы!) 
Земма 1. Пространство всех функция на У 


и са 


чномерн На = } 
мОНые пары 
ь увы; та- 

комбина- 
(внимание: 


значени- 


в линеяном пространства Е изома орфна пространству всех 


ных отозражениый УЕЫ в Е. 


денствительна,  лннейная Функция определяется свомми 
ниями на дазисе, которые могут быть выбраны произ-— 


э. 


2. Определим в Уи подпространства. М, порожденное все- 


яными элементами вида 

{а) (Му +\)) жи -у к и-у, жи 
{9} у мути, ) -уви, - ужи, 
$8) Лужки) - (Лу) «ни 

(Г) Ау ки) - м (Ли). 


Лемма 2. При изоморфизме леммы 1 билинеяные Функции на 
Ужин переходят в линейные Функции, аннул ирующие м. 
$: Наконец, положим У®Ы = УеНИм: обозначины через уби 

злемента узы © У*Н в У®И. Таким образом, всякий эле- 
УФЫ имеет вид соммы Аа У ® ну +...+ Ар у к®и,), ГДЕ 
‚о и, м, однако запись злемента в таком виде не вдноэ- 
; более того, эта сумма может оказаться равной ‘нулю. 
мально можно считать, что пространство У®и состонт из 


зножзных сумм указанного вида с очевндн 


УМЫ 


правилами 


Остается а чоциу взаимно осратны.. 








4 
} 
й 
} 
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ые НИ Ц 








ых | ° КжЧ9 
сложения м уаяножения на число, причем две суммы считаются 
равнымм, если сану из них мозно преобразовать в ДРУГУЮ, ме- 
пользыя вилиненность тензоонога произведения. {Напоммер, 
мона заменить Фин на {и+ 7) @М - ЕФУ. ) 
проверим, чта построенные пространство и отображение 
‘обладают. требчемыми свойствами. композиция Ух $ Ч - 
УЕНИМ = УФЫ есть вилинейное отображение, пабкольку мы вклю- 
чили здементы вида (а) - г) в ПОд- 


пространство М. Свойство универ- > МЫ 
сальности следует из того, что для УхИ з у. Ум 
всяком функцим из ухи в какое-то ЕН 


линейное пространство Е существует 

едмынетвенный линеяныя оператор У — Е, замыкающия диаграм- 
м. и из того, что этот оператор пропускается через фанк- . 
тор-пространство УзниМ {аннулирует М) тогда м только тогав, 
когда неходное отображение выде снлинеино. 


основные теоремы. 3 2 


Ее уе - вазис у, ан. - базме и, то на 


1. 
`бор у;® и; образует базис в У@И. 


+. 


; ии конечномерны, то тензорное промз- 
ведение сопряженных пространств ух м 1“ нзоморфно 
пространству вилинеяных Форм на Мхи; при этом изоморфызме 
злемент Фф®Ф\ч с (4*)®\”*) переходит в билинейную Форму 
«м: м -* ФФ 8. 

Теорема 3. {Пиствибутивность). $ @#. Фи} канонически 
изоморено уУби, ® \ хЫ,. 


4 
| 
16 
73 
т 
я 
[7 
р 
| 

ие 
< 


Следствые 1. = {У®М) = Чт У даю И. 
это вытекает мз теоремы 1. Впрочем, это моно  палуУчить 


“и неласредственно нз определения, так как пространство ли- 


-нейных Функимоналов на у®н, имеющее ту ше размерность, что 
и У@ы, наоморфно пространству билинейных Форм на Ух №; нме- 
ющему размерность 91м У. 91а М. 

следствие 2. Если У м Н конечномерны, то пространства 
“© м” м ФН)” изоморфны. Изоморфизм 1 определяется ра- 
венством &1 (\‘фн*), уфы» = «У, ужи*, ы> {угловые скоб- 
ки означают спаривание элементов пространства н сопрязенного 
к нему). 

В самом деле, нскомый изаморфизм есть композиция И3о- 
морфизмов (/*)®”) -> (вилинейные Формы на ухи) -> У ® 
н)* , первый из которых строится по теореме 2, а второй - по 
определению тензорного произведения. 





Замечание. заменяя в теореме 2 пространства на сопря- 
женные, получаем, что У®Ы изоморено пространству еилинеяных 
форм на У*кы*. Позтомы мнагда определяют тензарное промзве- 
дение как пространство внлинейных Форм на произведении соп- 

яженных пространств. это определенме пригодно только Аля 
конечномерных пространств. 


Доказательство ‘теоремы 1. Пусть Ах, Фу, +...+ А, хх @ Ук 
— произвольный элемент тензорного посизведения пространств У 
м И. выражая всех; м у. через базисные вектора И Пользуясь 
вилинейностью тензобнаго произведения, выражаем его’ в виде 
линенной комбинации векторов \;© н;. Таким образом, через 
зти вектора все выражается и остается доказать их независи- 
мость. Покажем, что если сумма Хс:; у. ®и; Е;; - Числа) 


‚ равна ©, то все С равны 0. Для этого рассфотрим на У^н 
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Ри М Ш р 


_разение <у; зи, * -* 





г И е _ Аж5б 


вилинейную . Форму Вус : Ву (У; и) = (К-ая координата м).(1-я 


координата и). Эта форма в смлу определения тензорного про- 
изведения порождает линейный функционал на У®ы {обозначим 
его также Во). Имеем Вр (2 ва 5 с; (к-ая коораи- 
ната у; ) (1-ая координата и; ) = суе . отсюда вытекает, что 
если сумма равна 0, то все еб козффициенты равны 0. Что и 
требовалось доказать. 

Показательство теоремы 2. Построим билиненное отосраже- 
ные Уи“ в пространство & <, м, ®) силиненных форм на 
ухи, сопоставив с парой <ф,\ *» линейных Форм билннейную 
форму Ву {3 м) = < 5\> < м. Согласно определению тен- 
зорного произведения, мы получаем из этого билинейного отоб- 
разения лынейное отобразение УФи® в ь (, 1, В). Чтобы ус- 
тановить, что мы получили изоморфизм, выпишем его вид в ко- 
орамнатах. Выёерем в сопряженных пространствах сопряженные 
базисы; легко проверить, что базису в тензорном произведения 
сопвяненных пространств» состоящему из тензорных произведе- 
ный усаиряеЕенных базисов: соответствует базис в пространстве 
билинейных форм, состоящий из Форм, матрицы которых имеют 
единицу в одном месте м нули во всех остальных. Теорема 2 
показана. 


Тензорное произведение операторов. 


Пусть А : У. у. и в:н чи и2- лынеяные  олераторы. ры 
хотым определить линейный оператор ВОН : а — У 6и> 
так, чтобы он отовражал у®Фи в дуфНи. ЕСЛИ таком оператор 
сошествает, та этым условием он оп гделяется однозначно. Од- 
нако его сушествованые нуждается в доказательстве: оно раз- 


носильно тому, что из равенства 2 А; фу, = 0 следует ра- 
ванство ХА: А. ФВУ, = 0, что не так уж м очевидно. Для 49- 


казательства воспользуемся свомствем универсальное ти: атоб- 
АУ, `@® Вы, является вылинеяным отобра- 


^. 
ра 
зеаннем У, х М. в ч® 2 м позтому "пропускается" через 


2 
у ® и. . 
используя понятие тензорного произведеныя операторов, 
легко доказать теорему 35. именно, ПУСТЬ 1 ‚И 32 - е5- 
тественные вловения и, ИИ, в Н, Фи. а но - => 


тественные праекцми $) ФН, нан. и На. Умновая мх на 
тозлественное отображение пространства у на сезя, получаем 


отобракения УФА, 19 у ® (№, ©.) 
1® 112 


Рассмотрим теперь отовраншеняя . ь 
Уеми Фу у@ (А ФЧ,) 
2. 
т ® т 15 Ф1®По 
Яегко ПРОВЕРИТЬ {на злементах вяда у® и). что эти отображе- 
ния взанмно осратны, И, следовательно, являются нзоморфмама- 


‘мн. 











Тензорное проязведение (задачи). 


р 


ЕВ Докажите, что ВУ, (М = | 





3. В имеет. уфы (уЕМ, ме)? 
д, во: М, -эМ, - зложение (наложение), то Ад®1 т являзт- 
ся вложением (наложением). ( А#1: М, ®@\/ — „@®\) 


5. Говорят, что последовательность м, о 
точна, если (жА; =К№ё А. а При всех 2 (в частности, А; +л?А; 
а) Что означает точность последовательности 0—\М—>\ ? 
6) Что означает точность последовательности У>\— 0? 
в) Пусть последовательность 0—\-.2\,-оточна. Тогда: 
(1) ° 5-1)‘ обм\м: =0 (формула Эйлера). 
(2) при ВотоВВеНО Е: гомоморфизмах точны последо- 
вательности О=\, Е — =\/ =. © у | 
о > 1-м, м) >... > м, м, 0, о =... Ц\., М) 0, 
О Ми»... ЭФ 29:0. | 
6.Рассмотрим цепь изоморфизмов (ММУ "= (УФУ = и в (мкм! ®)=1(М УЧ Е ем. 
и единичный оператор в Ё( \\. Что соответствует ему в других про- 
странствах? | | 
7. Пусть ©: - базис в У , ес ‚ - сопряженный базис в и 
`’Рассмотрим в \/@\' элемент Фе; фе/“. Докажите, что этот элемент. 
не зависит от выбора базиса. (Указание. \/@®\' = 1(%М).) 
8. Тензорное произведение можно определить для абелевых групп, 
считая в аксиоме ^у@Ам/= АМ, что АЕ . Однако получается 
капризное понятие: проверьте, что 2/7 02 2, У О ‚, есля 
и. и и взаимно просты. 
о А п. В - алгебры с единицей над Ю. . И в простран- 
стве А®В структуру алгебры с единицей. Постройте влоление 
А > АФВ. 
ТО. Постройте изоморфизм 1 (Ум, ув 5 ЕСМ) @ ЕС х/ 
Проверьте, что это изоморйизм алгебр. ие. Используйте, что 
(ме: = 4@ 10, м) ) 
ТТ. Докажите 10, используя изоморфность С (м) у) и и@\! 3 
12. Пространство \/'@®\ изоморфно своему сопряженному: 
(М’@\)' = М"®У\У' = У /®@У' = \'’®\М Как описать этот изоморфизм, 
если отождествить У’®М с.[(\У) ? 
13. Опишите алгебр": (а) КоВ, сор, 6®С (6) Ма* (В) ем, 
ТА. Пусть \/ и в = вещественные т. пространства. Введите 
на \/б)\/ евйидову структуру так, чтобы для любых изомет ий и, И, 
в У и !/ оператор и @ был бы изометрией УФ. 
Т5. (Продолление.) Пусть \/ - евклидово пространство, тогда м! 
тоже имеет естественную евклидову структуру. В силу 14 пространство 
У®\/! становится евклидовым. Но \/'\/  изоморфно [(ии) 
Чему равно скалярное произведение двух операторов? 


(! 
— 














ета Е риа Е ИЕ ЕАН ЕЕ ВЕН РЕНА ЛИН ОР ИИ 
. № : | ааа . 
сх 8 ыы Е Н 2 `) р Ы УЗалачях, | Нл А Ты 
Яаы: ея т = реа Я 
9 ДИ 18, что Оли У - пространство нал © ‚ то 
] К® Узу 
5% | 
3 Пер 1 к. к = и Е ` мс зв а лаьь: 
"ие А&х(м,У), 8ЕХ{(м, №} . докаките, что многочлены 
4 2 — 28 г рей Ро Ра г? 
чет (< Я-А) и чеь (х.&-В) ззалмно пр 
— 3 ее 7 т заттыа 
= ц, 1, ®в: УФи/ — Узи невырожден. /Указание; 


ное произведение треугольных матриц - треугольная матрица/. 
З.Докажите, что "свёртка" #® .. ® ый .@... ® хАзИ(х,).. 
../® ©) определяет билинейную форму В: ти (\*) х т" (у) — К. Докажите, 
470 эта форма задаёт изоморфизм т"(у)* = В" 
1. Пусть ое перестановка чисел | и ДЕЯ п} . Рассмотрим соот- 
‚ ветсвующее отображение Тез х.®...@ хх, => 5.4)... Хе») 
пространства РОО Х в се, дна определим отображение 
ТЕ: Т”(у*) — ГУ’) Пусть хеТ"(У) и Е Т"(У"), верно 
ли, что В(ч, 1х) =8(Т5 4.х)7/ В - форма из задачи 3/. 
5. ПУСТЬ =... д ке Л“(\). опишите все те операторно 
и п Которые сохраняют @ —, т.е. те операторн, для _ 
которых (Л“А) (9) =) (Здесь Д“А : ЛУ —ИКУ - оператор, . 
переводящий ж.л... Аж в А, д... Ах, /, | 
6. . Пусть векторы 52,,,,, ‚храму _ независимн и векторы 1... 
ЧР - Любые из \, а 
а/. Если А 3: +...+ ХрАч 20 (и) ‚ То найдётся такая сим- 
метрическая матрица й:, ‚90 ада, ©, ВЕ. 
| 6/. толи У Хи: =о в $4(\), то найдётся такая-ко-. 
| ‚ВР сосимметрическая матрипа 9. , что вет & Ч: ©. 
| *.Пусть Зи (М) и 464 (у подпространства симметрических и 
кососимметрических тензоровА Локазать, что | 
а/. Зу» (У) П АЕ (У) = @, Е Т(\) 
6/. Зут* (М) ® АЕ (и) = ТАС) у 
3/. $53 (У) @ АЕ З( у) ТУ 
8. Пусть од М=И , Найти ош а У | 
3. Пусть < › > - скалярное произведение на У. Алгеброй Клиё- 
Форда называется факторалгебра К(\) = Т(У)/ жен ув + <, 4.1, 
2,46 а/. Такова размерность К(/)? 
6/. Докажите, что в КВ”) в М” = стандартное скалярное про- 
° изведение/ любой ненулевой элемент обратим, м 
ТО. Докажите, что _9”(М) порохдается элементами вида Е” ‚ &еИ. 
Докажите это двумя способами: | 
а/. Используя изоморфизм 3^(У =5”(\м*), покажите, что любой 
функционал на 5"(м), равный 0 на всех 5” ‚ нулевой. 


/.Предотавьте О - в виде комбинации 7" ‚ используя 
4 9 








}* 


внражение | я 
ВВ №) : 











ТТ.Локажите, что для Ае (УИ) вер 
а/, Че (14+А) = 5 +% (Л“А} /опоеделение ЛА см, в задаче & 
определение 5“Д даётся аналогично. / : 
$/.Если тассмотреть формальные ряды 4(%)= 2%. (5 Ат 
л(4)= 2 *°.“ (ЛА), то 4%). (- и Л 
Л (У) ; обозначим через Али & множество [ЖЕ\ | 


Т2.Пусть 46 
хлиы= 0}. Это - некоторое подпростоанство и. Пусть 4, и <, 


разложимне элементы Л(У) . . (шв разложим, если ОХ: Л.А 
где Х;<У / доканите, что: | 
а/. Апи м. > Али, че Зе г ма шли, 


ый Айи 0. П Для д =О = Ам, ) = Ат Ф Аи, , 


13.Докажите, что ненулевой Р -вектор и) разложим тттк 


т Ава м. =р. 
14.Пусть Се (М) - множество К -мерных подпространств ви. 
Построим вложение х С%„(И) в множество Р(/Л“У) одномерных 
подпоостранств в У, ` считая, что пространство < 4%. ,..., жк) 
натянутое нах. ,,.,-х, ›‚ переходит в прямую, порождённую 
Же. Лк; | 

а/. докажите, что определение не зависит от выбора 5.,.., к 
и что « - вы оние ей (М) => Р( д“ и). 

б/.Пусть У=®" и Зоб с‹ Имеет координаты ©. 2. 5х. 
‚Тотда координат“ чаправляниего вектора прямой < (<. в. хжк>) 
равны /в стандартном базисе Л“(®”)/ минорам К -ого порядка матри- 
не | /их как раз С^ ря! 


ня 





а... ыы 55 к м 
и. Пусть МЕЛ “( "). обозначим через О 


а ю при базисном векторе ел... Ле,, /при 


Е. 6 < (к /; по определению будем Считать, чт0 7., 


п ва * к 
е 


‚. меняет знак при перестановке любых двух индексов и что №. га 
+..`. 


=0, если среди индексов есть созпадающие // Докажите, что если в ` 


разложим /т.е. Ша АХ, А...ЛХк /, то числа И удовле- 
& .`.ь к 
творяют системе уравнений 
. (). г у. 4). ‘ я 
ск 44... фк — еек фе -фъ- (к ен фк И 


Т6. /продолжение/Докаките, что, а если координаты ЕЛ ® 
удовлетворяют системе уравнекий (*), то & разложим, 

Указание. 6) - разлоким <> от Али ф =К ‚Линейная систе 
ма ЮЛ х=0 —/относительно неизвестных х=(52%:,,.., ж„) / име- 
ет К -мерное Е решений тттк ранг матрицы этой систе- 
мы не больше П-К . Таким образом шест» <= — все миноре 
Иматрицы системы/ порядка п-к+4 равны 0. Эти условия совпада- 


юте (*). пабе ве 











а/. Чему равно скалярное произведение Хх; л.. ЛАК И Ч, Л... Лук 7 

б/. Докажите, что геометрический смысл этого произведения таков: 
скалярное произведение ХЛ... ЛХк и У1 Л... Л Чк есть объём 
параллелепипеда, натянутого на Х,,.., Хх, › умнохженный на объём 


проекции на подпространство <х, Ххк> Параллелепипеда, натя- 
ь "д 


нутого на Ур. НЕ. 

20.Пусть е,,..,е,„ - базис пространства У —. Рассмотрим 
оператор с; ЛКМ —ы ЛАМ, ЕНЪСЛ (еле, + 

+е зле +... +е„.^®,)Докажите, что он инъективен, если от (л* и) < 
сту соррективен, если от и“ и) 2 Я И) 
Указание, Обобщите утверждение на оператор зб 

ти 2 
2Т.Расомотрим на &(\ М) квадратичную форму 5(А) = %(/7А). 
Постройте соответствующую билинейную форму и Аз ) . Аналогич- 
ным образом ео полилинейную форму 5 (А... ‚А„) › для ко- 


торой ч(А,А,..., А)= 4 (^" А), 


% 











, 





Дл, 55 
Несыстря на то, что мы живём в тоёхмерном пространстве, наше про- 
странотвенное вообоадение весьма ограничено. Например, если мы пово- 
рачизаем тело сначала вокруг одной оси, а затем-вокруг другой, то 
не так ух ясно, что того же можно добиться, поворячизая тело вокруг 
какой-то третьей оси. Кватеокионы были придуманы Гамильтоном с це- 
лью заменить геометрическое воображение довольно механическими вн- 


числениями. 

Как известно, комплексные числа можно определить как веществен- 
ные 2х2 матрицы вида (5 — . Кольшю кватернионов Н ‚ опзе- 
Деляется аналогично, как кольцо комплексных матриц вида Х=(.7 2), 

‘а 6 С . комплексное сопряжение второй строки делаелся с. 


_ целью получить формулу  4еЁх = а | & | = Га/? +1612. 


Выделяя в@ и 6 вещественные И мнимые части, ВИДИМ, ЧТО |Н 


- + 
состоит из матриц вида х=| ХС Хз те Ха | 1х, 6 В 
Хз + Ха Хо - С Х+ ? 
Таким образом М - четнрёхмерное вещественное пространство с бази- 


‚реет м е - 
| Е и 
так 410 Х=Х. +16 + Хор Хз К . матрицы 6 ‚у #5 назя- 
ваются у атрицани Паули; они удовлетворяют соотношениям ый К" 

ие -е= К и всем циклическим перестановкам о | 
соотношения. Из этих соотношений вытекает, что подпространство |+ 
замкнуто относительно умножения матриц, и образует тем самым колько 
(алгебру над ® /. Видно, что матрицн ее, › К  кОбоэрмито- 
Вы а ыы" Е ‚ поэтому {НН  устой- 
чиво такие относительно операции сопрянелия матриц, | 

Имеют место соотнопения о Ха вх, + ха * Хз и 
+% Х= ах. ? = д. е-х, р. -х. К .‚ По традиции вели-. 
чину 4её Е [хи В квадратом нормы кватерниона, 


С х и : 
‚а кватернион Х называют сопряжённны к Х . Легко проверить, . 


что ТИ | ура 1х ТУ ‚2 1Х] 20 и 1х1 =0 ==> Хаб 
/ (х-ч у = ч*.х ы /поряхок а. Норма кватерниона, оче. 
видно, о с нормой в ®“ вектора его координат в базисе 


4, й й 4 а . | 
Элементарнне алгебраические свойства. 
а/ Комплексификацию Нх можно отждествить с пространством матриц. 
вида Х= Хь+Х, (+ Хр +хХз К, где Х; принимает комплеконне | 
значения, Легко проверить, что матрицы. такого вида заполняют про- 
странство всех комплексных 2х2 матриц, т,е. Не =М, (С). 

6/ Центр алгебры кватернионов состоит из Скаляринх кватернхонов: 





‚если Х= Хе Же Хар + хк  коммутирует, например, с с , то 


Х. = Хз =° ит.н. 











ЗУ» а 





з/ тели КЕ! , то матонна хх е и само 
и к /. Пэжщный самосоп 
‘скалярен, так что Х Ж = скаляр. Простое в 
что хх* = х*х хр = ж%х я 
т/ толи ХО „то 190 и кватернион а Е Их х* 
является обратным к х Таким образом, Н - тело. 
д/ Можно показать, что если у - конечномерная алгебра над а 
каждый ненулевой элемент которой обратим, то А есть № [ ‚С 


или Н . 
е/ Алгебру кватернионов можно определить по-другому - как алгебоу 
Клибфорда над евклидовым пространством К- ‚ т.е. как фактор тен- 
зорной алгебри Т(®-) по соотношению &8Ё+< 5, $ >рь 0. ЕЕ 
х/ Норма |. | ПЕТЯ а произведением | 
(х, ч) = 4 (хуй ух"), При отоядествлении Но св” 
это скалярное произведение переходит в стандартное скалярное произ- 
ведение в №. | 
з/ Очевидно, поле © вкладывается в Но / Х+уче 
он ХЕ 4 о +0. К /. Будет ли Н алгеброй над © 7? 
Скалярная и векторная части, 

Число Хх, называется скалярной, а вектор в | с координатами 

Ха, Х., Хз векторной частью кватерниона Х=Х. +А, ( + + Х, к. 


Скалярную часть кватерниона Х Ви обозначать Хх,“ ВеХ. Рассмо- 
‘тренное скалярное произведение теперь можно записать в виде 


(х,ч)= Ве ч^). отокдествим ®“ с евклидовым пространством Шин: 
кватернионов с нулевой скалярной частью. Принадлежность элемента 


‘пространству Нё,. равносильна любому из условий: аи = р 
б/ мМх=о ‚ В/ Х”=-Х ь 
Боли Х, че Чит › 10(Х,$) = реку") =- Ве(ху) 

(т.к. 4 =-4 /, поэтому Х'4 =-(Х, 4) + С», ч] ‚ где 
[х, ч] - кватернион из {+ ето называемый векторным произведе 
нием кватернионов хи ф ИЗ | ект . Кроме того, (х, 4} — 

И (Хуй 4х"). = = 2 (ху+ах) . Поэтому Сх, $] = Хч жа 
(х, 94) = Х4 - И (Хутчх) = (ху-ух) о Поэтому [х, ^] =0: 
С4,*] = — (ху . Докажем, что Гх,у1 ортогонален Х иф. 
В самом деле, (Е 91, Хх) еже ВАЗ Е 

= роке; - ук] = Ау - 4х7] . Но 


Х*Ч = ух? , что очевидно, так как х* есть скаляр / Хёа-кхх* (И, 
Токажем теперь, чо если Сх „12°, 0х и 4 пропорциональны, 
З саном деле, если Ху = и. ‚ то ,(%.з) = - Я (Ху их) = -И ху 
т.е, Ху - скалярии Х= (%у).ч* , поэтому Х пропорционально 








ла А ГРИТ СР 
нращения дот 
У (И. Итак, 
Сл, #3 - базис в 
тнаково, так как любуз 
ывно деформиосвать 
исимость/ - доста- 





+ роге прямнх, порох- 
денннх 4 и у/ $ В а. Л ея, ориентирован 
так. же, как ь 4 Е‹, $] . Таким образом, операция Х , 

ч > (х, Ч] обладает свойствами векторного произведения, упомяна-. 
емнми в курсе аналитической геометрии. /Именно так впервые и было | 
введено векторное произведение/. Изучим теперь связь кватернионов и 
вращений. 
Определение, Обозначим через С мнохество кватернионов с нормой Т.. 
Очевидна /см. формулу для обратного кватерниона/ 
_ Лемма. иеЧИ <> и*= и” /т.е. матрица и  - унитарна/. 

Связь группы ] с вращениями пространства {Чт  Устанавли- 
вает Теорема. Пусть иеЧ " 
Т/ Отобранение Ту: х =* их и” переводит пространство Нихт 
на себя. | Е 
2/ Отобракение Т, есть поворот в пространстве Н к Вокруг оси, 

- порохдённой векторной частью кватеониона И на угол @ , опрете- : 
ляемый из соотношения св: (9/2) = скалярная часть кватерниона и. -г 
оба. | 

Замечания: Т. Отображение Хх —> ихи"* не изменится, если ум-. 


"хх. 
ь 
“< 





нокить М на скаляр. ВИННИ: и в: 


2. В частности, Т. = Т ; ЭТО не противооечит второ- 


ц ч 
му утверядению теоремы, так как повооот на угол 9 вокруг по- 


рождённой вектором Я@ оси и на угол 27-0 вокруг порядённой век- 
тором -@& оси совпадают. = 
Доказательство. Т. Множество ИЧи.,т задаётся условием ыы 30; 
& (ха) = 4х =0. 
2. Отображение а ‚ очевидно, линейно и сохраняет норму а КЕ 
ГАР ИХЕЕ И" [| = 1х] /, то есть является изометрией. Пусть 
и = И. * Чт . Так как И,  коммутирует с М  ТОИ 
Ч ект  КОоМмутирует с и , поэтому Ч (Чет) = Меекг * 
Таким ол И еект › И, следовательно, О дополнение 
М = (ее = ‚ инвариантны для Т, И ты . Преобразова- 
ние ТГ ‚ суженное на МУ , есть либо новорот, либо отражение. 


[Е 
Второе невозмохно, так как определитель м равен +41 ‚ане -1 


/почему это так, мы объясним позже/. Итак, е есть поворот, и нух- 
но понять лищь, что угол поворота нужный. Аи 
| бокрул ое Ч ект | 








» ТОЛИ ХЕ т ь 
= -(ух+х У) 
В частности, если х  оотогокален У ‚10 чУХз-ХУ и, сле- 
дозвательно, (- Т») ©) =Х . Локазательство леммы окончено. 
Продолжим доказательство теоремы. Пусть м есть произведение двух 
линейно независимых кватернионов, по модулю равных Т и лежащих в 
Нииг : Ч= М0, . Пусть е - такой ортогональный 31 и 9, 
вектор, что базис м, 5, © ориентирован так же, как и базис 
а |: . Пусть х - угол, на который надо повернуть ^Л вокруг 





е , чтобы -0я перешел в \% ; тогла ‚ ле 
сз ы= (м м,). Тогда Туи, = Ты, Ги, =СТС) а! 
- поворот вокруг е на угол „м /применяем лемму/. 
Остаётся заметить, что -(л м.) есть скалярная часть ий 


кватернионов 5, и лы ‚а вектор е сонаправлен векторной 
части кватерниона а  . Поэтому Ту, д есть поворот вокоуг 
(м, м] на угол 2> , или, что то же, поворот вокруг С] ^ 
на угол @= 27-“ ‚а 6% 2 = с8(7-м) ве 
= -(д т.) = скалярная часть 9, . Итак, утверждение теоремы! 
доказано для кватернионов и, ‚ имеющих вид 1) . Осталось — = 
доказать, что любой кватернион и &( , ‘не являющийся скаляром, 
представим в таком виде. Ивели и - СиВляр, 0 Ц-#4 и тео- 
рема очезилна/. Пусть (= М. + Чет ‚ Рассмотрим в плоскости, | 
ортогональной Ик’ В Нат ‚, лва кватерниона единичной длины 
м. и мы —, для которых См И] сонаправлено Ир: ‚а 
- Вели.) = (А) =-4% Идобитьея второго возможно, 
так как -1< (лм, )5{, если после этого первое не выполнено, 
то поменяем м, и щ /. Так как [4124,10 и | 
+ мет! =1, аналотично йе (у,-5.) *. + (=. а = 1}. 
Итак как | м5. | = 19| 19| = ТИ. Так как Мо = Веи= Ве (135; , 
то длинны сонаправленых векторв ИГН И 7. и одинако- 
вы, позтому И=\, м —, Доказательство теоремы Т закончено. 
Теорема?. Отображение Т’: и -»Т, есть гомоморфизм труппы СУ 
на грунцу ЗО (Не) с ядром {+ а 
Доказательство, Мы уже знаем, что Т, в О(Накг) пи ие ПО. 
Множество (] является единичной сферой в четырбхмерном простран- 
стве Н К . Так как отображение 'Т’ непрерывно, а сфера 
связна, то множество Т(() связно и, следовательно, лежит в 
о осн кт.) /Это утверлдение оставалось недоказанным при до- 
казательстве теоремн 1/. Ясно также, что ТГ - томоморфизм. 








: ян и вращения А. со -5- 
* мАЪЯ 
ы 5 3 
Остаётся найти зсяхая изометрия в № 
з и т Е УР 
$ определите лей МЫ  Ж елует, что образ 
Т совпадае : зная ось и угол, мок- 
но подобъать п Пусть и лежит в ядре Т._ 


ами из Нат й, поэтому, 
скалярен, и [и]=1 , 





лекит в центре 


то Ч] 3 
ИИ те более подробно группу О сю определению (= | 
ее :й ге =4}. . множество матриц такого вида в точности | 


совпадает с группой $((2) /унитарных матриц с единичным определи- 
телем/. В самом деле, видно, что а. и матрицы ортого- 


нальнн и имеют длину Т. Обратно, если `) е 50 (2) Л 
Гы + | А 17 =4 ‚ Вторая строка Е ть ортогональна первоГ 
и, значит, пропорциональна вектору (-А р х ) . Коэбфициент 
пропорциональности равен Т так как + & В ый 
91 И . 


Факт совпадения группы 7 п 5 9) можно объяснить по-дру- 

= ° гому. Во-первых, элементы вида Х. *Х, сЕН образуют поле, изо- 
и морфное Ф /очевидно/. Далее, |Н можно рассматривать как дву- 
мерное пространство над © относительно обычного умножения: А.Х 
равно произведению Аи Х в /Н . Таким образом, М презраща- 

’@тся в двумерное комплексное евклидово пространство, Наконец, если. 


ие О = ‚, 10 умножение справа на м : Хх =-х-и опре- 
деляет @ -линейное отображение Н в себя, которое является 
‘унитарным, т.к. |Х.и|[=|1х| . Итак, мы построили вложение 


Ч < Ч(н) . ка самом деле это - изоморфизм Ч на ин) 
== $0(2). /проверьте!/ 

Следствие. Существует гомоморфизм Т группы $0(2) на группу 

$0(3) с ядром 1+ и | 

Замечание. Обратное "двузначное" отображение $0(3) - — $9 (2) | 
назнвается спинорным. Оно позволяет каждому повороту в трёхмерном 
пространстве сопоставить /с точностью до знака/ унитарное преобра- 
зование двумерного комплексного пространства, элементн которого фи- 
зики называют спинорами. | | | 
Следствие, $0(3) гомеомоофна РР” ‚ Итрёхмерной сфере со 
склеенными противоположными точками/. 
В теорий относительности ареной действий 6 евкли- 
дово пространство’ Ж® ‚а четнрёхмерное, ЕО ОЕАНИЕ. Анало- 
гом длины вектора является интервал: [* (х) = а. ИЕ в» + хз . й 
`Точное математическое определение таково: рассматривается четырёх 
мерное векторное пространство .(/= ® 7 и билинейная форма 




















< Ах, Ах> = ‘<х, 
И обозначается 0(3,4 ) /числа т означают, что в формуле для ; 
скалярного произведения три плюса и один минус/. Мы сейчас построим | 
аналог спинорного отображения для группы Лоренца. 

Прежде всего построим аналог пространства | (ект ‹ Для этого 


рассмотрим пространство всех комплексных эрмитовых ехе матриц. это 


‚ четырёхмерное вещественное пространство, _ | Хэ *Х1 Хз 6 Ха, 
элементы которого мы будем записывать в виде °^ Ха + (х. я 
Выбрав базис из матриц (о т 2 "з 

а -1 и: Г. (1 о )` 
При этом ФеЁх = а Еж 5 -х: у ООтЕИИ, пространств 


эрмитовых матриц с пространством .4{ ,‚ имеем равенетво а. 
= -&% Х . Заметим, что если Х эрмитова матрица, то матрица 
иха* тоже эрмитова /. @ - любая матрина/. Пусть теперь — ы 
ое 82(, ©) . Определим отображение 1: 4 —=./ по фор- 
муле п: Х => аха* к 
 Предловение. ТИ обрааен Т„ есть изометрия .44 Иотносительно. | 
форм Г. И 
э/ отображение Т: а->Т, есть гомоморфизм групин 
5 (1,С) в группу 0(3, 1) ОЕ пространства „© Ис 
ядром {+ в. ол | 
Замечание. Мы не утвердаен, что образ Т совпадает со всей с 
пой О(3, 4). Это неверно, т.к. груша $54(4,Ф) связна, а О(3.4). 
- нет. Оказывается, группа О(3,1) имеет четыре связных о 
/в отличие от групп 0(3) Или От, у которых их две/. Компонента, _ 
содержащая единичную матрицу, обозначается е % (3,41), и можно пока- 
зать, Что образ Т’ совпадает с $0.(34). в. 
Локазательство, 1/ Ясно, что еее И линейно. Оно сохраня- 
ет длину : <Щх, МХ» = - (сх) = р. ба Е. 2 а* 
Но о4жа={ , поэтому написанное произведение равно . 
2/ Ясно, что То зТи = Табе . Найдём ядро Т . Пусть для всех эрми- 
товых Х верно аха*=хХ . Полагая Х=1 , видим, что а, - 
унитарная матрица, причём ах = Х (@*)”* =Ха для всех 
эрмитовых Х =. Так как любая матрица есть линейная комбинация эр- 
митовых, т0 © окоммутирует с любой матрицей. Следовательно &, 
‚скалярна. Так как феба=4 , 10 д-+14 . | 

















ометоии. - | 
Пусть (© группа и Х множество. 
Определение. Говорят, что группа_ С _ действует на_множестве Х 


если кахдому элементу 9 из С: соответсвует взаимнооднозначное 
преобразование т. множества „Х /для краткости часто вместо 74%: 
пишут 9% и говорят, что под действием де С элемент сех__ 


переходит в элемент 926 < Х /и при этом выполнены условия: 


а/ (9, 9.) = 3; (91%) Из, 6:6 С. ‚жсА умножению в группе со- | 
ответствует композиция преобразований/ 





6/ 44 = х 
у 
Замечание, Задать действие С на Л значит определить гомомоу- 
физм Групин С в группу биекций мнохества р. 
Проимерн. С _ 
| и 

4. 8, (пруйва переста обок) 
И У 
3. 0(м) и `В 


Е, р в 


: * я . С 
В первом примере м переставляет числа 4,2,,,,., № . Во втором 


и третьем примерах группа действует линейными преобразованиями. В 
четвёртом примере /единственный/ нетривиальный элемент 2 р. дей- 
ствует как отражение $ <-> -2х . В пятом примере 3„ Перестав- 
ляет координаты. 

Орбиты. Пусть С действует на Х и “ЕЛ. Орбитой, прохо- 
дящей через точку х —,‚ называется подмножество в К ‚ состоя-о 
щее из всех точек, в которые можно перевести х , действуя элемен- 


о тами Сб . | оби 


Преллохение /очевидное/. а/ Две точки лежат на одной орбите тттк 
их можно перевести друг в друга. 6/ Принадлежность одной орбите 
есть отношение эквивалентности. Орбиты, проходящие через разные точ 


ки либо совпадают, либо не пересекаются. в/ Веб множество ХК рмас- 


падается на орбиты. 
Инварианты, Пусть С действует на К . Числовая функция ф на 
„Х называется инвариантной если УхеХ ‚ 9ЕС ф(92е) =Р(®). 
Инзарианты непосоедственно связаны с орбитами: функция на 
инвариантна тттк она постоянна на каждой орбите. бобиты) 
Исуть мнохе- 


` Пример. С= С, ‚ Х=@ — /пример 4 действия ррупны/ 


ства зида {х,-=х} . Инварианты - чётные функции. 
Пример. С-=0(и), Х=К "” /пример 3/. орбиты - сферы, инвариан- 


















теория инвариантов (#62 -2- 
ты - функции от радиуса. 
Замечание. Унвариантны фуякции образуют подкольцо в кольце всех 
В теории инзаризатов рассматриваются не произвольные грунппн я 
множества. Именно, мы будем- считать, что 
1/ Х есть линейное пространство У. 


2/ С, есть подгруппа в С (М), естественко действующая на \, 
можно сказать, что в теории инвариантов изучаются линейные действия 
трупп на линейных пространствах. Такое действие представляет собой 
гомоморбизм С —» СД(У) ; такие гомоморфизмы называют таке  , 
представлениями групин_ @ _ _ в пространстве У _ . Мы налагаем в. 
также ограничение на инвариантные функции. Отныне инвариантом мн 
будем называть инвариантную функцию на М , являющуюся многочле- 
ном на_\М _. /бункция "И -» К называется многочленом, если она 
становится многочленом от координат при некотором - и, следовательнс 
при любом выборе бызиса/. док 
Примеры /инвариантов для некоторых из рассмотренных примеров дей- 


ствий/ С. У \ пнварнанты 








И о ыы многочлены от Хх“ о 

д жк “о симметрические многочлены 

И СЕ) = константы | 
` /4/ (п) многочлены от 1х17=(х,Х) 


В случаях /1/ и /2/ описание инвариантов очевидно. Докажем ИВ. 

-Т способ. Мнокество всех ненулевых векторов в У образует орбиту, 
которая плотна в У =. Инвариант постоянен на этой орбите и непре- 
рывен на всём М , следовательно он константа. 
2 способ. Пусть Р .- инвариантный многочлен. Разложим его на одно- 


ролнне составляющие /см. 62/ : Р=Р. +Ра+Р, +,.. . Равомотрим 
скалярный оператор д.1 еСД(\) . Имеем Р(ах)=Р, (26) +А. Р 
+ Р (20 +.. .Отеюда, в силу инвариантности Р и произвольности 


д вытекает /см: $2/, что Р, = РЗ... #0. т 
Покажем /4/. Пусть Р - инвариантный многочлен в К . выберем в 
К" произвольную прямую. Т,к. среди изометрий ®” есть отра- 
хение относительно гиперплоскости, ортогональной этой прямой, то — 
отраничение Р на эту прямую - чётный многочлен вида +--0( 1“) 
Покажем, что и на воёбм ®^ многочленн Р(х) и (112) совпа- 
дают. Действительно, на кажлой сфере оба многочлена Иянвариантннх!/ 
постоянны и при этом совпадают в точках пересечения сферы с выбран- 
ной прямой. 
`рамечание, Функция Хх Н-—|х| не есть многочлен от Х |! 
моно поставить задачу об отыскании инвариантов ортогональной груп- 
пы О(\/) более общим образом; именно, можно разыскивать инвари- 
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руппы матриц вида 





ва УФУ являются функции Хх, ч =» (х,&) 
3 или Хх, +4 н*> (4х). (%4)°. 
Мы хотим опис сать все инвариантные многочлены на М от несколь. 
‘ких переменных. а 
Теорема об инвариантах 0 тогональной гоунпы. АН. 
Всякий инвариантный многочлен Р а 9) от % векторных пере-. 
менных 1%. ,.., < / есть многочлен от попарных скалярных произве- = 
дений (^., х,}. Более точно, найлётся такой многочлен © от и. 
числовых &ргументов, что Р(\и,..., ь) = (< х;>). 
Замечания.1/ Числа <%; 9) образуют симметрическую матрицу - матрицу. 
Грама. Теорема утверждает, что элементы матрицы Грама образуют пол-. 
ную систему инвариантов, т.е. что любой инвафиант через них внраха- | 
ется. 2/ Если в формулировке теоремы отказаться от требования, что 
бы функция ® 6 мноточленом, то теорема сильно упрощается и стае 
новнтся следствием ‘теоремы Грама. В самом деле, группа 0(У) дей- _ 
ствует на наборах а у, ) и инвариантность мнгочлена Р озна- 
чает его постоянство на орбитах этого действия. Но в силу теоремн 
Трама множество орбит параметризуется матрицами Грама, так как два 
_ набора (^/ ... №) 1 (5, ИР д, ) можно перевести друг в дру-. 
та тотла_и только тогда, когда их матрипн Трама равны. Итак, 


множество множество ы 
(рб ыы ( матриц Трама ) поэтому ( инвариантн ) 





а „. (Функции посто- ) _ / функции на и) „. ( Функции на ) = 
© яннные на орбитах / ^ \ жестве орбит - `\ матрицах Грама 


= ( функции от матрич- | 
ных элементов <^;, у;) матриц Грама ) х 
Доказательство сформулированной теоремы требует применения методов 
теорни инвариантов. Мы проведём его лишь в лёгком случае: /число 
векторов ч /< оитУ ‹ Пусть т У=л ; будем вести индукцию | 
по и . Случай №=4 нами уже разобран. Рассмотрим теперь слу- | 
чай к=А . Разложим №” в прямую сумму ортогональных подпро- 
странств ®^= К ® й"`* —_, В соответствии с этим наш многочлен 
РФ ) представится в виа (Во Аже Ма а 
где К, \:<В }, 9: = (лг, №5). Отрадение рев" ’ 
‘относительно ®”"' преобразование (4, ы)=н>(-А, ®) /, меняющее 
знаки всех д; ,‚ сохраняет многочлен @ ,‚ поэтому @ - можно 
представить как многочлен от попарных произведений Д; А, /ибо в 

















ав п # тт ры ДИТ 
ы ТтовВям хи &> уч ь ИАЗА 





д 
ть 
. : # 
от и векторов из | . Полохив в них 
м инвариантене многочлены от п-4 векторов в 
р ”-# ; применяя предположение индукции, видим, что @ (4.,..,Ан, 
0, У... Мн) ы 5 ( 1469:}, { <: %;>}) . Так как /в предполо- 
жении м,=0 / аи — д». а в’ ©, ме 9-2; 


то @ (лу, ... ‚Ав, О, м: Ета, м; > яму ; де т Не, 9 
который многочлен, а д’ - о натуральное число /подставляем=: . 


выражения для <; м.) ,‚ а затем для А;4; через <, и;> Я 
Иными словами, при 9 е №® {о} имеем Р(%,,...,,)= 


То ;>) <", и, . Это же равенство имеет место и при лю- 





бом м ,‚ так Как любой набор а, можно перевести изо- 


метрией в набор, у которого \^, Е рф {0} ; обе части при этом со- 
хранятся. | 

Чтобы уничтохить знаменатель, повторим рассуждения относительно 
второй координаты. Мы получим, что Р(\4,..., 5) = “(< 5; >) син, 


обозначив сч; 9-х через =. р ‚И Е полученные внра- 


7) 
жения для Р , мы находим, 470 %,.'Т(%;: р) = ее ри 


‚Если бы обе части этого равенства совпадали ак многочлены от И(и+1) 


переменных. &.. , то из однозначности разложения на простые ынбки- 
‚тели в кольце “вногочлено» от нескольких переменных следовало бны, 
что '’ делится на %4 и, значит, Р(м,..., 
` рациональная функция, о и многочлен от \^, ,..,5,. /впрочем, в данном 
случае мохно обойтись без использования теоремы об однозначности раз 
ложения на простые множители, заметив, что многочлен делится на ет 


о и только тогда, когда кахдый входящий в него одночлен делится 
на %„ . Поэтому кавдый одночлен в левой части делится на &„__,_По-. 
этомуи Т делится на %„ . К сожалению, и нами равен-. 


ство установлено пока не для о. значений %;, ‚ а лишь 
для тех, которые имеют вид =<\;, 9) Такие ео т не обра- 
зуют плотного множества в И ВНОТЕЕ | Например, при И=1 
они заполняют лишь половительную полупрямую в |. . 

Отождествим №” и с пространством симметрических матриц, кото- 
рое, в свою очередь, отождествим с поостранством симметрических опе- 
раторов в р” . Какие операторы отвечают матрицам Грама? 

Лемма. Сиыметрическая матрица [а | является матрицей Грама тогда И 
только тогда, когда оператор в в" с матрицей | а: /полохителен. 

Локазательство, Если. аут 9 ;> › то оператор с "матрицей | а и: й 
равен положительному оператору ‘В*В ‚ где В - оператор, пере- 


7; ) есть не толькс 














т тт а —^ щи 
ИС теория инвариантов  -5- 
У 
аут че а = ыа у. р м т Р. ‚. — %- Щ^ 3 
волящий  -ый базисный векторе; зв \; . Обратно, если оператер с 
матоицей 19: полохителеч, я, следовательно, представляется в виде 
#8 уфа Р-н 
3 м я 9 Г Га =2- Е А > ; й < з 
в „ 10 9. ‹В”В Ее, , ©,» «Ве; ‚, Ве; > = 
Следствие. мнолество матоип Прама содеркит открытое подмножество в 
| ай 
> [2 Е: 
а Всякий симметрический оператор, близкий к единичному 
а. 
полокителен. ва , 


Теперь мн видим, что многочлены Т(&;)* 4, ит ее ;). 8 Е. созпа- 
дат на открытом множестве и, следовательно, равны многочлен: ВР ®. 
®“ ,‚, тождественно равный нулю в открытом множестве, имеет нулевые 
коэффициенты/. Это позволяет завершить доказательство теоремы опи- 


‚ санным внше способом. @ 


Пример. Рассмотрим иногозлен р (34,..-) 9 ) , сопоставляющий век- 


_ торам 4... ‚, Чи определитель 0 ажения, переводящего (-НЙ 
4> 


базисный вектор } ®” /ву. . Ясно, что „Р(Ачи,... ‚Ам )= 
А. 2 (51,..., 5”) ; ди А - изометрия, то а Дд=+4. 
Поэтому многочлен 7% является инвариантом, Согласно теореме, он 
должен вырахаться через скалярные произведения <; 9; ›. И, дей- 
ствительно, 2“ совпадает с ране матрицы т а ОЕ 
"объём в №” "И, га: 
Замечание. Если число векторов * больше размерности простран=_.. 
ства, то инварианты С; 5,> перестают быть независимыми: в03мо--. 
жен не токдественно о 6 многочлен от а) переменных, 06-. 
ращающийся в 0 при подетановке <5:,;), именно, 54% И <5: 9: >| 20 
/при ®>и \- мерный объём араллеленипеда, натянутого на 9... о 
разен 0 т.к. этот параллелепипед вырояден и лехит в И -мерном 
пространстве/. 
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точки м называется подмнонество 6(»х)... группы @ , 
состоящее из тех элементов $ ,‚ которые оставляют х на мссте: 
С(*) = {91 чхе= Хх}. 

Т. Доканите, что орбиты двух разных точек либо не пересекаются, 
либо совпадают. Таким образом, все мнохество Хх разбивается на. 
непересекающиеся подмножества. 

=. Доказите, что: а) С7(%) - подгруппа группы С } 

6) если (С конечна, то [б*|= [91/16]; в) если точки 2 и 
лежат в одной орбите, что полгрупны ©) и 6-(ч) ‚сопряшени 
(это значит, что существует ЕС , для котороро 6()= 994) 9. 

В следующих 4 задачах \/- и.-мерное векторное пространство | 
над полем № ‚ состоящим“ из элементов. 

3. а) Опяшите все орбиты @1(У)в У . 6) Найдите число элемен- 
тов в \” ив каждой орбите. 

4. а) Пусть 6-=64(\), уе\ . Найти [61| /[6-С7)| (ср. 2 6)). 
0) Пусть @.,...@„- базис в М . Найти стабилизатор вектора @4 
(описать соответствующие матриц). в) Найти ТОВСМОГ. 

5. Найти число элементов группы 6[.(\/) = 4 АебЕ(\) | фе А =43. 

6. Найти число -мерных подпространств в У . (Указание. 
Рассмотреть действие 6((\/) в множестве #&-мерных подноостранств и 
применить результат залачи 2.) 

7. Рассмотрим в Ю^2 билинейную форму В(Х ›4.) = 4.44 — ад. 
Эта форма сиыметрична, но не положительно определона: В($%,х) = хр Хз. 
Пусть (7(1,14) (соответственно $0(4,4)) - полгрупиа 6-6. (2, ®) 
(соответственно 5(2,В) ), состоямая из всех операторов, сохраня- 
ющих  .а) Нарисуйте орбиты О(1,4) и $0(4,4) в [2 
0) Найците стабилизатор вектора ©, = (1,0) в ОЕ, 1) И 50(4,^). 

8. Шть 622,8) действует в | . а) Найдите число связных 
компонент стабилизатора точки 6@. . 0) Обозначим через С 
связную компоценту стабилизатора, которая содерхит едипипу. Про- 
верьте, что (С - годгруппа. в) Онишите орбиты С в 2 | 

3. Рассмотрим действие С=6((иОз ((©“",6^) = Еи4 © ? нри 
помощи сопрямоння: }: Ан Аз“, Пусть № - полпростриистто 
диагональных матриц в би& С". а) Похежие чо %®  поросбекиот 
почти все орбитн б в Ви С", то есть что объединолие всох рот, 
пересекающих %® , плотно в ЕЁлб С” 

















Абт 


ТУТ УААТЯ 25 ТР ТТТ ах й ПТ алттм а ь 
линомиальные инварнанты на Ела®©” есть многочле- 
п 


ментов, не ненаюшиеса НБИ СОПОЯЖ 





гл 
< пртетх их ПРЕУЕГТР ЕТ 
дАакиЯ Е 





- хар актери стический многочлен оператора (или матрицы) А 
а) Проверьте, что. коэбициенты, А; являются многочленами от матрич- 
ных элементов А . Докаките, что ^. : инвариантны относительно 
дебет, (6). 0) Как выглядит ограничение : на & ? 

т дОкомитов, что всякий инвариантный многочлен на Еид(<©“) 
однозначно представляется в вице многочлена от Ад... Аи,. 
(Указание. Рассм ютрите ограничение этого многочлена ы. о.) 
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Задачи по элементарной топологии. 









—- Доказать, что группа 50(5) гомеоморфна фр? у 
. Доказать, что пространство 6. (4,2) ориентированных двумерных 
плоскостей в 1 ‚ проходящих через 0 /т.е, каждая плоскость счи- 
°тается дважды - с ой и и с другой/ гомеоморфно $5°х 5? 
3. Доказать, что если в Я 2х 62 склеить каждую точку ео) С точ-. 
кой (у,>х) ‚› то получится АННО» гомеоморбное ФР? , т. 
4, Доказать, что если в Ср” склеить каждую точку (2%,:%,:х,)е 
р. У Хх.) ‚, 10 о Рано ВО, гомеомороное <ч $ 

5.Доказать, что если в СР" хёР1 (=52к 5?) склеить каклую точку | 
(4: 2), О: х‹) | се и С Х.)| › то получится простран 
‚ ство, гомеоморфное $ $ | | 
6. Доказать, что при любом гладком вложении ты в щ“ касатель- 
ные плоскости по крайней мере в двух точках будут комплексными пря- 
МЫМИ.. 
7. Пусть Х - топологическое пространство, а а что. 
пространство всех путейвв Х , начинающихся в Жо ‚ стягиваемо 
по себе в точку. | | 
8. Пу №”. пространство последовательностей вещественных чисел 
с топологией поточечной сходимости. Доказать, что всякая непрернв- 
| ная фукция Ф: В \0- > , постоянная на лучах /т.е. 
Ф (1 ,х,,...) = $(х:,х,) при всех >0 / является константой, 
‚ 9. Докажите, что в и - мерном пространстве над полем . суще- 
ствует такой оператор, группа степеней которого транзитивно дей- 
ствует на множестве всех ненулевых векторов. 
Т0. Доказать, что группа кос из трёх нитей : 
а/ группе с образующими Р и Т и соотношением =, 
6/ фундаментальной грунпе дополнения к трилистнику в. УЗ 
Найти все замкнутые подгрунны №”, ТТ”. 



































| 1т. 







































грунин о множества. р 
Определение. Классом функции +(х) называется размерность простран-_ 
ства функций $(х+Т) /рассматриваются непрерывные функции со значе- | 
нилмив В /. | | ей. 
4. Найти все функции класса Ти 2 на прямой. 
5. Доказать, что константа - единственная функция класса 1 на окр ‘уж 
ности. Найти на окружности все функции класса 2. 
6. Доказать, что 40 =, ХИ: 
7» Существует ли в ОФ \? Г? 
8. Доказать, что 2 м компактно в <, / ы поле им-адических чи- | 
сел/. 
9. Доказать, что поле порядка рК /тде Р - простое число/ можно р 
а как подалгебру алребры матриц порядка к над Гр з 

. Доказать, что> тльтипликативная НИ, конечного поля - цикли- 
ческая. . 
‘ТТ. Определить, х>"ме из следующих групи изоморфны между собой: 

о а/ группа двикений куба; 

6/ 54 

И.Е.) | 
Те. Решить предыдущую задачу для групи: 

а/ движений додекаэдра, 





6/ А; 
ви 55 (Я, Её) 
И т/ Р5/ (2, Ез) - проективных преобразований проективной пря-| 
мой над полем Е 


13. Найти все а гомоморфизмы в Т груш: 

Х. А, т К, о: 2, ®’, И 
Та. Пусть Р(х) - многочлен. Вычислить а ‚ ре х= я _ 
15. Вычислить Р(>х) , где у (18: м) 


16. Пусть А - кольцо с образующими р и 9 и соотношением 

ра -фр = 1 . Доказать, что А - кольцо оре. 
Т7.Доказать, что в // разрепимо уравнение Ферма: Х3+У =2” 
18. Сколько точек и сколько прямнх на двумерной плоскости над полем 




















земли, на пове а 














ности колен Сатурна? | 
2Т. Доказать, что пространство последовательностей Фибоначчи над | 
полем характеристики 0 - двумерно, причём существует базис, элемент 
которого - геометрические прогрессии. | 
2е, Доказать, что вокруг замкнутого и ОТрВНИченного множества на 
плоскости можно описать квадрат. 

23, Сформулировать и доказать аналогичную задачу в пространст еее. 
24, Сколько элементов в группе 0((2,ЁР.) ? Исследовать классн сопря- 
жённных элементов в этой группе, 

25. Определитель матрицы есть многочлен от её элементов. Доказать, 
что определитель кососимметрической матрицы есть квадрат некоторого 
многочлена от её элементов. 

26. Доказать, что из любого подмножества множества действительных ^ 
чисел /со стандартной тополотией/ операциями дополнения и замыкания 
| можно получить не более четнрнадцати различных множеств. Построить. 1. 
Жест для которого эта возможность осуществляется, | н. 


о еы 





Задачи. (Перопечатано, р А.Зелезинский. и 








Т. Пусть С` - конечная группа порядка |6] ‚ Н - такая её под- 
группа, что индекс /С-Н / равен наименьшему простому делителю - 
[09| =, Доказать, что Н нормальнав Сб. 


2: 8. Оль М - многоугольник на плоскости. Обозначим через МТ мно- | 
гоургольник С м» В серединах сторон М. Доказать, что последо- 
вательность 4М,} , =(Ма- а стягивается к точке. 
б/ То же, если и. М - Центры тяжести наборов из соседних. 
к вершин. 
ть Най ТИ “а, 2 Йи,... з если ЕЕ 1+... + 1 и +С+ ЕВ 
4. Пусть 2.40 , Х„елм Ж-: . Пайти асимитотику К, Ио 
Вычислить /“»`®»ю с точностью до 0, 00Т. | ] 


5% 
: о” . . | | 
АИ ИР ОН СОДИ ОНИ 2 


